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ONSOZ
Sevgili 6grenciler;

Sizler i¢in hazirlamis oldugum “Matematik [” adli kitabimin amaci; matematik diizeylerini
belirli bir seviyeye getirmek, matematik kavramlarini yerlestirmek ve bu kavramlarin
iktisat problemlerinin ¢6ziimiinde, kullanilmalarini saglamaktir. Kaynak olarak
yararlanabileceginiz bu kitapta iktisat problemlerine agirlik verilmeye calisilmis ve 6rnek
problemler ile desteklenmistir. Matematik bilgilerinin isletme ve iktisat problemlerinin
cozumine 151k tutabilmesi ve rehberlik edebilmesi i¢in hazirlamis oldugum bu kaynagin
uzun yillar sizlere yol gosterecegini timit etmekteyim. Bu kitab1 farkli kilmak ve katki
saglamak amaciyla b6liim sonlarina ¢6ziimlii ¢calisma sorular1 ve ¢oktan se¢cmeli sorular
da eklenmistir. Kitabimizda 1.Simnif 1.Dénem Matematik dersinin tiim konular1 ele
alinmaktadir.

Siz sevgili 6grencilerimizi gelecege hazirlamak amaciyla sundugum bu kitabimda gézden
kacan eksiklikler ve farkina varilmamis hatalarim olduysa, bu konuda sizlerden gelecek
katkilarla ve her tiirlii goriisiiniiz ile sorunlarin en aza indirilebilecegini imit etmekteyim.
Son olarak siz degerli 6grencilerimiz HOSGELDINIZ... Sizleri aramizda gérmekten
mutluluk duymaktayim. Universite hayatinizda basar1 merdivenlerini kosarak ¢ikmaniz
dilegiyle...

“Matematik I” adli kitabimin 6g8rencilerime dersten basarili olmalar1 i¢in yardimei kaynak
olusturmasi disinda ¢ok daha 6nemlisi problem ¢6zme ve sayisal diisiinme aliskanliklarini

kazandirmasi yoniinde yararh bir kaynak olmasini dilerim.

Prof. Dr. Ergiin EROGLU
istanbul Universitesi
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YAZAR NOTU

Sevgili 6grenciler,

Ekonomiyle matematigin iliskisi cok eskiye dayanmaktadir. Genel olarak iktisat yani
ekonomi incelendiginde, makro ve mikro ekonomik dengelerin matematikle birlikte
kuruldugu goriilmektedir. Istatistikle ekonominin kesisimi olan “ekonometri” de
oldukca eski bir kavramdir. Istatistigin alt yapis1 da matematife dayanmaktadir.
Iktisatta ortaya ¢ikan ve bir cikissizlik olusturan sorunlara matematiksel ¢éziim arayisi
ve matematiksel modeller olusturmak son yillarda daha fazla 6nem kazanmaktadir.
Isbirligi Yapilabilen ve Isbirligi Yapilamayan Oyun Kuramlari, Kaos problemleri,
Istatistiksel analiz yéntemleri ekonomiye uyarlanmakta ve bu dogrultuda cesitli
modeller gelistirilmektedir. Son yillarda Nobel Ekonomi 6diiliinii en ¢ok alanlar,
calismalarini bu alanda yogunlastirmis bilim insanlar1 olmaktadir.

Iktisat egitiminde basar1 saglayabilmenin temeli matematikte basaridan gecer. Sayisal
tarafinizi daha da giiclendirebilmek sizin elinizde. Size kolay diizeyden zor diizeye dogru
gidecek bicimde temelden baslayarak iktisatla ilgili temel matematik bilgilerini bu
kitapla paylasmis bulunmaktayim. Kitab1 bastan sona ¢alisarak ilerlediginiz ve ¢oztimlu
sorulari anlayip, test sorularini da ¢6zdiigiintliz takdirde basar1 kendiliginden gelecektir.
Hepinize Matematik I dersinde basarilar dilerim.

Prof. Dr. Ergiin Eroglu
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MATEMATIKSEL SEMBOLLER

Matematik I ve Matematik II kitaplarinda kullanilan matematiksel simgeler ve bu
simgelerin a¢iklamalar1 asagida verilmektedir.

Simge Simgenin A¢iklamasi  Simge Simgenin A¢iklamasi
€ Elemanidir U Birlesim
& Elemani degildir N Kesisim
C Alt kiimesi 0) Bos kiime
- Ust kiimesi A Delta, Diskriminant
c Alt kiime veya esit < Kiiclik veya esit
2 Ust kiime veya esit > Biiyiik veya esit
* Esit degil <« Kigtk degil
< Kiictiktiir * Kicik veya esit degil
> Biiytiktir b2 Biiyiik veya esit degil
= Denktir * Denk degil
~ Hemen hemen esit = Yaklasik olarak esit
~ Benzer § Kiiclik esit veya biiylik
> Cok daha biiyiik < Cok daha kiiciik
= Esit * Esit degil



1. SAYILAR, USLU VE KOKLU SAYILAR



1.1

1.5

1.5

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?

. Sayilar
1.2.
1.3.
1.4.

Sayma Sayilari, Dogal Sayilar
Tamsayilar
Rasyonel Sayilar

. Reel Sayilar
1.4.

Rasyonel Sayilarda Dért islem

. Uslii Sayilar
1.6.

Kokl Sayilar



1)
2)
3)
4)
5)

Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
Say1 nedir?
Hangi tir sayilar mevcuttur?
Rasyonel Sayilarda dort islem nasil yapilir?
Uslii sayilarin ne tiir 6zellikleri vardir?
Kokl say1 nasil gosterilir, ne anlama gelir?



Rakam

Say1

Dogal Say1
Tam Say1
Rasyonel Say1
irrasyonel Say1
Reel Say1

Uslii Sayi
Kokl Sayi

Anahtar Kavramlar



Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi
Sayilar Say1 kavramini 6grenmek Okuyarak, fikir yiiriiterek

Say1 Kiimeleri

Sayilarin tiirlerini 6grenmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek

Uslii Sayilar

Uslii sayilarla islem yapabilmek

Okuyarak, tekrar  yaparak,
Problem ¢6zerek

Kokli Sayilar

Kokl Sayilarla islem yapabilmek

Okuyarak, tekrar yaparak,
Problem ¢6zerek




Giris

Say1 c¢oklugu belirtmek icin kullanilan soyut birimdir. Rakamlarin tek basina veya bir
cokluk belirtecek sekilde bir araya getirilmesi ile olusturulan ifadeye say1 denir. Sayilari
ifade etmeye yarayan sembollere rakam denir. Nasil ki Tiirkce’de yazilar1 (kelimeleri)
yazmak icin 29 harfe ihtiya¢ duyuluyorsa, sayilar1 yazmak icin de rakamlara ihtiyag
duyulur. Giinliik yasamda kullandigimiz 10’luk sistemde 10 tane rakam kullanilmaktadir.

0,123,45,6,7,8,9

sembolleri onluk sayma sisteminin rakamlaridir. Her rakam sayidir. Fakat her say1 bir
rakam olmayabilir. Sayilar icerisinde bir tane ya da birden fazla rakam icgerir. Sayma
sayilar1 tek veya cift olarak ikiye ayrilir. Sifir ne tek ne de cift sayidir. Bu béliimde sayilar
ayrintili olarak islenecektir.



1.1 Sayilar

[lkel toplumlarda say1 diisiincesi gelismemisti. Bu toplumlarda insanlar 6rnegin “iki kedi”,
“iki keci” , “iki agac¢”, “iki tas” icin farkl farkli deyimler kullanmislar, esyadan ayri soyut
olarak “iki” kavramina erisememislerdi. Uygarligin ilerlemesi ile insanlar, ayni ¢okluktaki
nesnelerden soyutlama yolu ile sayr kavramina erismis ve sayilar1 isaretlerle
gostermislerdir.

Sayilar, insanlarin etrafinda gordiigii ve devamli olarak temasta bulundugu bireyleri,
esyalari, nesneleri saymak gereksiniminden dogmustur. ilk insanlar kiimelerin
elemanlar aralarinda esleme yaparak say1 fikrinin gelismesine katkida bulunmuslardir.
Zamanla bilinen sayilar gereksinimleri karsilayamaz durumda kalinca yeni say1 kiimeleri

(tam sayilar, rasyonel sayilar vb.) gelistirmislerdir.

1.2 Sayma Sayilari

Ayni tirden nesneleri saymak icin Sayma Sayilart kullanilir. “Tiirkiye’de kag¢ tane il
vardir?” sorusuna karsilik verilen "bir, iki, li¢ ... " sayilarina sayma sayilari denir. Sayma
sayllarinin olusturdugu kiimeye sayma sayilari kiimesi denir. S ile gosterilir. Sayilar
yazmaya yarayan sembollere rakam denir. Onluk sistemde 0’dan 9’a kadar 10 tane rakam
bulunur. Sayma sayilar1 kiimesi asagidaki gibidir.

$={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1.3 Dogal Sayilar

Kiimelerin eleman sayisini gosteren 0, 1, 2, 3 ... gibi sayilarin her birine dogal say1 denir.
Ornegin, bir bos kiimenin eleman sayisi sifirdir. Dolayisiyla, dogal sayilar sifirdan baslar,
sonsuza kadar devam eder. Dogal sayilarin olusturdugu kiimeye dogal sayilar kiimesi
denir ve N ile gosterilir. Kimi kitaplarda dogal sayilarin bir ile basladig1 da anlatilir. Dogal
saylilar yabanci kitaplarda “The Whole Numbers” olarak ifade edilir.

N={0,1,2,3,..}

1.3.1 Dogal Sayilarin Ozellikleri
Kapalilik 6zelligi
Her hangi iki veya daha fazla sayida dogal sayinin ¢carpimi yine bir dogal say1 oldugu igin,
dogal sayilar kiimesinde ¢arpma isleminin kapalilik 6zelligi vardir.

5€N , 4€N

5.4=20 , 20€N
Degisme ozelligi
Bir carpma isleminde ¢arpanlarin yerleri degistirilirse carpim degismeyeceginden, dogal
sayilar kiimesinde ¢carpma isleminin degisme 6zelligi vardir.
a EN, b€EN a.b=>b.a

Ornegin,

5.4=4.5=20
olur.



Birlesme ozelligi
Her hangi li¢ dogal say1 ¢arpilirken; ilk ikisinin ¢arpimi ile tiglinciistiniin ¢arpimi, son
ikisinin ¢arpimui ile ilkinin ¢arpimina esit oldugu icin, dogal sayilar kiimesinde ¢arpma
isleminin birlesme 6zelligi vardir.
a,b,c € N olmak lizere,
a.(b.c)=(a.b).c
3, 5,8 € N olmak tizere,
3.(5.8)=(3.5).8
olur.
Yutan eleman
Her hangi bir dogal say1 ile sifirin ¢arpimi yine sifir oldugu icin dogal sayilar kiimesinde
carpma isleminin yutan elemani O (sifir) dir.
a € N olmak lzere,
a.0=0.a=0
dir.
Etkisiz eleman
Bir dogal sayinin 1 (bir) ile garpimi bu sayinin kendisine esit oldugundan, dogal sayilar
kiimesinde ¢arpma isleminin etkisiz elemani 1 (bir) dir.
a € N olmak iizere,
al=1.a=1
dir.
Carpma isleminin toplama ve ¢ikarma islemi iizerine dagilma ézelligi
Dogal sayilar kiimesinde ¢carpma isleminin toplama islemi tizerine dagilma 6zelligi vardir.
a,b,c €N igin,
a.(btc)=a.bta.c
Ornegin,
2.(84+5)=28+2.5=26
2.(8—-5)=28-2.5=6
olur.

1.4 Tamsayilar
8€N,3€Nicin8—3 =5 € N'dir; fakat 3 —8 = =5 & N’ dir. Bu ylizden dogal sayilar
kiimesi toplama (¢ikarma) islemine gore kapali degildir. Toplam (¢ikarma) isleminde
kapalilik 6zelligi olmadig icin de dogal sayilar bir¢ok problemin ¢oziimiinde yetersiz
kalmistir. Problemleri daha kolay c¢6zebilmek amaciyla dogal sayilar1 da kapsayan,
cikarma islemine gore kapali olan ve toplama islemine gore bir elemanin tersi bulunan
daha genis bir say1 kiimesi tanimlanir. Bu kiime tam sayilar kiimesi olarak adlandirilir ve
I (Integers) veya Z ile gosterilir.
Z ={-o,..,—n..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..n,n+1,...,0}
Pozitif Tam Sayilar Kiimesi,
Zt={1,2,3,..n,..0}
Negatif Tam Sayilar Kiimesi,
Z-={-1,-2,-3,..,—n,-n—1,..,—}



{ 0 } ne negatif ne de pozitif tam sayidir.
Z={Z*}u{0}u {Z7}
Z ={—oo,..,—3,-2,-1,0,1,2,3, ..., 0}
[={-0,..,—3,-2,-1,0,1,2,3, ..., 0}

1.4.1 Tamsayilarin Dogal Sayilardan Farkli Ozellikleri
Ters Eleman Ozelligi
Her a € Z igin,
a+(—a)=0 =(—-a)+a
oldugundan a’'nin tam sayilar kiimesinde toplama islemine gore tersi -a’dir ve her
elemanin tersi vardir. —3 iin tersi 3 tiir.

(+3)+(=3)=0 =(=3)+(+3)

1.5 Rasyonel Sayilar
p ve q € Z olmak lizere; bu iki sayinin orani olan p/q , (@ # 0) sayisina rasyonel veya
kesirli say1 denir. Rasyonel Sayilar Kiimesi Q ile gosterilir. p/q ifadesinde p’ ye kesrin

pay1 q’ ya da kesrin paydasi denir.
p
r=Ply= 7 (g #0)

Ornek:

gibi sayilar rasyonel sayidir.
Ondalikli sayilar diye tabir edilen 0,6 gibi sayilar da rasyonel sayilardir. 0,6 ondalikl sayisi
rasyonel say1 olarak asagidaki gibi yazilir.

6
0,6 = E
0,15 sayis1 rasyonel say1 olarak asagidaki gibi yazilir.
15
0,15 = m

1.5.1 Rasyonel Sayilarda ve Rasyonel ifadelerde Toplama islemi
Rasyonel sayilarda toplama islemi yapilirken toplanacak rasyonel sayilarin veya rasyonel
ifadelerin paydalarinin esit olup olmadigina bakilir. Paydalar esit ise paylar toplanir paya
yazilir. Paydaya sadece esit olan payda yazilir. Paydalar esit olmadiginda ilk olarak
paydalar esitlenmelidir. Payda esitlendikten sonra paylar toplanir paya yazilir, esitlenmis
payda da paydaya yazilir.
a) Paydalarin esit oldugu durum
a+b

k

a 4 b
k k
Eger li¢ rasyonel say1 toplanacak ise;



a b c_a+b+c
) KTETET Tk
Ornek:

1 5_1+5_6_3

474" 4 4 2

b) Paydalarin esit olmadigi durum
Paydalarin esit olmadig1 durumda 6nce payda esitlenir, daha sonra paylar toplanip paya
yazilir, esitlenmis payda ise paydaya yazilir.

a ¢c ad c¢c b ad+cb
) b d bd db  bd
Ornekler:
1 2 13 22 3 4 7
2737237327676 &6
3 2 37 25 21 10 31
57775777 5735735 35
1 4 13 42 348 11
27372373276 "%

1.5.2 Rasyonel Sayilarda veya Rasyonel ifadelerde Cikarma islemi

Rasyonel sayilarda ¢ikarma islemi yapilirken toplanacak rasyonel sayilarin veya rasyonel
ifadelerin paydalarinin esit olup olmadigina bakilir. Paydalar esit ise paylar ¢ikarilir paya
yazilir. Paydaya sadece esit olan payda yazilir. Paydalar esit olmadiginda ilk olarak
paydalar esitlenmelidir. Payda esitlendikten sonra paylar ¢ikarilir paya yazilir, esitlenmis
payda da paydaya yazilir.

a) Paydalarin esit oldugu durum

Ornek:

a
) b d bd db_ bd
Ornekler:

5 4 2 15 8 7

273723326 6 6

1 4 1 2 3-8 -5

2372332 "6 6

Rasyonel sayiya benzer olarak rasyonel olarak verilmis olan ifadelerin toplanmasi veya
cikarilmasinda da ayni adimlar uygulanir.
Ornek:
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+x x_15_|_x2_15+x2
5 x 5x 5x  5x

I
+

I

Il
Rlw
vl U

Ornek:
X 3 x (x+1) 3 (x+2)
x+2 x+1 x+2 (x+1) x+1 (x+2)
B x? +x 3x + 6
T+ +1D) (x+ D +2)
_(*+x)-(Bx+6)  x*—-2x-6
O (x+2)(x+1D) (x+2)(x+1)

Ornek:
5 3 5(x+2) 3(x—2)
x—2 x+2 (x—-2x+2) x-2(x+2)
_5x+10—3x+6

(x—2)(x+2)
_ 2x+16
T (x=2)(x+2)

1.5.3 Rasyonel Sayilarda veya Rasyonel ifadelerde Carpma Islemi

Rasyonel olarak verilmis olan iki say1y1 ¢arparken paylar ¢arpilip paya yazilir, paydalar
carpilip paydaya yazilir. Bu arada pay ve paydadaki degerlerde sadelesme s6z konusu ise
rasyonel sayilar sadelestirilerek islem kolaylastirilir ve hizlandirilir.

Ornek:
23 13 3

Ornegin yukaridaki iki rasyonel saymnin carpimi yapilirken daha paylar ve paydalar hig
carpilmadan pay kismindaki 4 ile payda kismindaki 2 sadelestirilir.

Ornek:
(5)(4)_5 4_5 4_1 1_1
8/\15) 8 15 15 8 3 2 6

x+1 3x (x+1)-3x
x+2 x—4 (x+2)(x—4)

Ornek:

1.5.4 Rasyonel Sayilarda ve Rasyonel ifadelerde Bolme islemi

Rasyonel olarak verilmis olan iki say1y1 ¢arparken ilk olarak yapilacak is birinci rasyonel
say1 degismeden yazilir, ikincisi ise tersi alinarak yazilir ve daha sonra ¢arpma islemi
uygulanir. Tekrar soylemek gerekirse, birinci ayni yazilir, ikincisi ters c¢evrilir carpilir.
Paylar carpilip paya yazilir, paydalar ¢arpilip paydaya yazilir. Bu arada pay ve paydadaki
degerlerde sadelesme sz konusu ise rasyonel sayilar sadelestirilerek islem kolaylastirilir
ve hizlandirilir.

11



a a
(E)_E_a d a-d ad
(E)_E_b c b-c bc
d d
a_d_a c_a-c
) b'c bd b-d
Ornek:
1_4_1 5_5
3’5 3 4 12
Ornek:
(5) (15)_5 4_5 4_1 1_1
8/'\4/) 815 158 3 2 6
Ornek:
2w Cbww—1) 2w 9w?(w + 6)

4w(w + 6) N w2(w+6) 4ww+6) 6ww—1)

1 3w 3w
T22w-1) 4w-1)
Daha sonra denklemler kisminda da bahsi gececek olan rasyonel denklem ¢éziimiinde de
rasyonel sayilarda toplama, ¢ikarma, carpma ve bolme islemleri nasil yapiliyorsa ayni
adimlar denklem ¢6zmede de uygulanir.
Ornek:

2 10 1

—4 ez 12 z-2
2 10 1

(z—2)(z+2)+6(z+2)=z—2

10
(z—2)(z+2)(6)[( 2)(”) 6(Z+2)—(z—2)(z+2)(6)[ ]

(6)(2) + (z = 2)(10) = (z + 2)(6)
12+ 10z — 20 = 6z + 12

4z = 20
z=15
Saglama (Yerine koyma) islemi:
2 N 10 _ 1
52—4 6(5)+12 5-2
2 10 B 1
21 42 3
2 N 5 B 1
21 21 3
7 _ 1
21 3
1 _ 1
) 3 3
Ornek:
3x 5 —-25

12



Toplama Ornegi

18 6 5

x2—3x x—-3 «x

x+1 x-—1 _x2+3x+2+x—1_x2+4x+1

x—2+x2—4_ x2—4 T x2-—4

Cikarma Ornegi

x+1 x-—1 _x2+3x+2—x+1_x2+2x+3

x—2 x2—4 x2—4 T x2—4

Carpma Ornegi

Bélme Ornegi

x+1

x+1 x—1 x2—1
x—3 x2—4 (x—3)(x2—4)

x+1 x—-1 x+1 x%: —4
x—2 x2—-4 x-2 x-—1
(x—2)(x+2) (x+1)-(x+2) x*+3x+2

) x—2
Ornek:

x% —y? = (x — y)(x + y) oldugundan,

Sadelestirme yapilir,

Ornek:

Ornek:

x2—1=(x+ D(x —
paydalar esitlenir.

x—1 x—1 x—1
1 1
Yy X _,
x_y
y X
1 1 xX—y
y X Xy _x-y Xy
X_ Y x2-y* xy xZ-—y?
y X Xy
_x=Yy xy _ 1
xy GE=»x+y) x+y
1 1
x — 1 X
1 1
x—11t%
x—x+1

(x——1)x_x—x+1 (x—Dx
x+tx—1 (x—Dx x+x—1
(x—Dx

B 1 x-1-x 1

T@=Dix  2x—-1 2x—1

A + B2
x+1 x—-1 x2-1
1) oldugundan, birinci terim (x — 1) ile, ikinci terim (x+1) ile genisletilirek

A (x—-1) B x+1) 2
x + 1-(x—1) X — 1.(x+1)_x2 -1

13



A(x—1)+B(x+1) 2
x+Dx-1)  (x+1Dx-1)
boylece paydalar esitlendigine gore, esitligin saglanmasi i¢in paylarin da esit olmasi
gerekir ilkesinden,

Ax—1)+B(x+1)=2
x =1, A=-1
x=-1, B=1

A B 1 1

x+1+x—1__x+1+x—1

Ornek:
Ax + B c x—1

x?+1 +x+2_(x2+1)(x+2)
Ax+B (x+2) C (x*+1) x—1
x2+1 (x+2) x+2 (2+1D (x2+Dx+2)
boylece paydalar esitlendigine gore, esitligin saglanmasi icin paylarin da esit olmasi
gerekir ilkesinden,

Ax+B)(x+2)+C(x*+1)=x—-1
Ax? +2Ax +Bx+ 2B+ Cx*+C=x—1
boylece,
(A+C).x*+(2A+B)x+2B+C=0.x*+1.x—1
Sag tarafta x?’li terim olmadigindan sifir katsayisi ile carpilarak yazilir. x?’li terimin
katsayilar esitlenir. x’li terimin katsayilari esitlenir ve son olarak sabit terimlerin toplami
esitlenir. Bu sekilde 4, B, C sayilar1 elde edilmis olur.

A+C=0
2A+B =1
ve
2B+C=-1
3 1 3
A_E’B__E’C__E
3. 1 3
Ax + B C X5 7§ x—1

x2+1+x+2=x2+1+x+2=(x2+1)(x+2)

1.6 Irrasyonel Sayilar
Oransiz sayilar (ya da Irrasyonel sayilar), rasyonel sayilar kiimesinin icermedigi reel
sayilardir. Kesir olarak ifade edilemeyen bu sayilara

7 = 3.14159...

e =2.71828 ...
V2 =1,41421...
V3 =1,723205 ...
V5 = 2,236068 ...
V7 = 2,64575 ...

14



V11 = 3,31662479 ...
ornek olarak verilebilir. irrasyonel sayilar Q' ile gosterilir. Bu sayilar belli bir diizeni
olmaksizin sonsuza kadar devam eden ondalik sayilar (6rnegin pi sayisi) veya rasyonel
karsilig1 olmayan kokli sayilar olabilir.

1.7 Reel (Gergel) Sayilar

Rasyonel Sayilar Kiimesi ile Irrasyonel Sayilar Kiimesinin birlesimi ile Reel (Gergel)
Sayilar kiimesi olusur. R ile gosterilir. Say1 ekseni uzerindeki rasyonel ve irrasyonel
sayilarin hepsi reel say1 olarak gosterilir.
Reel (Gergel) Sayilar Kiimesi = { Q U Q' } olarak gosterilir.

ROQ>Z>N

1.7.1 Reel Sayilarda Siralama

Herhangi bir reel sayinin ya pozitif ya negatif ya da sifir oldugunu biliyoruz. iki reel sayy,
x ve y verildiginde, eger (y - x) pozitif ise,

x sayisl y’den kiigliktlir denir ve x < y yazilir.

x,y,Z€ Ricinx < yvey < zise, x < z'dir.

x <y,x =yvey < x ten bir ve yalniz biri gecerlidir.

x<yise,x+z <y+ Zzdir.

x<yve0<zisex.z <y.zdir.

x<yve(O > zise,x.z>y.zdir.

1.7.2 Sayilarda ve Matematiksel ifadelerde Islem Sirasi
Bir problemin ¢oziimiinde islem yaparken izlenmesi gereken sira asagidaki gibidir.
1) Parantez Ici islemleri
2) Kuvvet Alma
3) Bolme ya da carpma
4) Toplama ya da ¢ikarma

Ornek:
(15: 3 — 6).(=10.2 + 15) — 32 =?
Coziim:
= (5-6).(-20 + 15) - 9
= (-1).(-5-9
=5—-9
= —4
Ornek:

18: 6—[2. (5—-2)+ 12:4]+ 1 =7
~[23+3]+1=3-(9+1=-5

1.8 Karmasik (Kompleks) Sayilar

Reel sayilar disinda reel olmayan sayilar da bulunmaktadir. Bunlara karmasik sayilar
denir. Karmasik (kompleks) Sayilar Kiimesi ( C) ile gosterilir. iktisat konularinda

15



karmasik sayilarin kullanim alani ¢ok fazla olmadigindan, karmasik sayilar ve karmasik
say1 islemleri tizerinde bu béliimde fazlaca durulmamaistir.

1.9 Uslii Sayilar

Geleneksel olarak, say1 bir ¢oklugu belirtmek i¢in kullanilan soyut birimdir. Rakamlarin
ozellikler mevcuttur. Asagidaki tabloda 1’den 10’a kadar olan sayilarin kareleri (ikinci
kuvvetleri) ve kiipleri (ligiinci kuvvetleri) verilmistir.

Say! (a) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Karesi (a2) 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Kiipii (a3) 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

1.9.1 Uslii Say1 Kurallar

Asagida tusli sayilarla ilgili sik kullanilan matematiksel kurallar verilmektedir. Bu
kurallarin iyi 6grenilmesi tiim ders konularini anlamada faydali olacaktir.

1) am . aTl — am+n
2) a"+=a*=am™m"
3) (am)n — amn

4) (a.b)™=a™bpm

am a™
5) (E) :b—m, b:/:O
m
xn = Vxm
6) 1
xn:%
7) a’=1
_ .5
8) a.a.a.a.a =a

a.a.a.a.a.a.a.a = a®

9) a+at+a+a+a=5a

0 (3" ()

Ornek:

n

Ornek:

16



( 3 )‘4 _ (10)4 ~ 10000
10/ \3/ 81

Ornek:
B
8 2 2 2 4
Ornek:
(9)_5_(16)2_ Vi6 3_(4)3_64
16/ ~\9) ~\yo ) \3) 27
(-3 =(-3) =
4) —\ 3 27
Ornek:
3—42 323 3\ 42 3423
) -6 )
31\78 / 3\°
=(-3) (-3)
_( 3)_8+6_( 3)_2_ 1 1 4
2 V2 T/ 3% 979
(-3) =
Ornek:
x? - x3 = x5
Ornek:
7
x
ik
Ornek:
B 1
X 3 _X_3
Ornek:
(2xy)® = 8x3y3
Ornek:
)=
2) 4

1.10 Kokli Sayilar

Kok ifadesi iceren sayilar da aslinda tislii sayilardir. Sayilarin tisleri rasyonel ise koklii say1
gorimiine de girebilirler. Kesirli sayi Usleri (kuvvetleri) olan sayilara genel olarak kokli
sayllar denir. Kokiin derecesi 2 ise “karekok”, kokiin derecesi 3 ise “kiip kok”, kokiin
derecesi 4 ise “4. dereceden kok”, kokiin derecesi n ise “n. dereceden kok”, biciminde
okunur. Karekoklii ifadelerde genellikle kokiin derecesi yazilmaz.

V9 - Karekok 9 bigiminde veya
V9 = Kék9 biciminde okunur.
V8 - Kupkok 8 biciminde okunur.
V12 - Dordiincii dereceden kok 12 bigiminde okunur.
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Kokl sayilar genel olarak asagidaki sekilde gosterilir. Bu sayi, “n.dereceden kok a lizeri
m” veya “a lizeri m bolii n” olarak okunur.

N ; Kokiin derecesi m
rﬁ_ kg
M Saymn kuvveti } a —an
Ornekler:
Vi=i=2z=21=2
V=32 =2i=21=2
V25=52/2=51=5
V64 =433 =41 =4
W=24/5
Ornekler:
° W=83/2
e V128= V64 x2 = V64 x V2 =8V2
o V242 =121 x2 = V121 x V2 =11V2
° WZWZMX%=4%
° \/5_=\/m=\/ZX\/1_3=2\/1_3
e V49 =7
e —\/81=-9
o —Vi6=-2
e V81=3
o V64=4
Ornekler:
o —V64—8-—3=—/64—(-24)
= —/64 + 24 = —/88
o V127-2=%125=5
« J67=1-6l=6
o Y(=72=-7
¢« /=57 =-|-5=-5
e VAix4x3=+48
Ornek:

(iw0)
V8 _ 7

100 10
KoKklii sayilarla ilgili kural:

Va+ Va=2%a
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Ya. Na="Vab
Ornek:
1
642 = V64 =64 =8
1 3 3 §
273=327=3/33=33=3

~@5)Y2 = ~[(5)7 = ~(5)*2 = ~(5)* = 5

1 1 5 5
V27d5 = (27d%)3 = 273d3 = 3d3
5
\/E = CE
VI8 =4/32-2=/32.42=3V2=3V2

3
V125 =555 =3/53 =53 =5

V450 = V2252 =/152.4/2 = 15.V2 = 15V2
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0,4

-0,4

wl N

Uygulama
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Uygulama Sorular

1) Asagidakilerden hangisi bir irrasyonel say1 degildir?

a)V2
b) V3
o) V4
d) e
e)m

2) Asagidakilerden hangisi rasyonel say1 degildir?

a) V4
b) 4

c) 2/5
d)V3
e) _1/7

3)a.V32=2 b. V16 = 2 c.2/(=2)2=-2
d. 3243 =3 e./—8=-2 f. /=81 = Mevcut degil
g. V144 = 12 h. V=27 = -3 i.1/256 = 4

Cevaplar
1)C, 2)D
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu bo6liimde matematigin temel konusu olan sayilar konusu ele alinmigtir. Sayma sayilari,
dogal sayilar, tamsayilar, rasyonel sayilar ve irrasyonel sayilarin tanimlar1 yapilmistir.
Say1 kiimelerinin disinda bu béliimde; sayilarda islem sirasy, tsli sayilar, kokli sayilar,
mutlak deger kavrami ve kartezyen koordinat sistemi ayrintili olarak islenmistir.
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Boliim Sorular:
1) Asagidakilerden hangisi bir irrasyonel say1 degildir?
a) V25
b) V20
c) V15
d) e
e)m

2) Asagidakilerden hangisi rasyonel say1 degildir?
a) V16

b) V3

¢) %/s

d) —4

e) 1/ 7
3) 8 in —3. kuvveti kactir?

a) —8

b) —64
__1

)13

d 1
) 512
e) 8

4) Asagida verilen islemin sonucu kactir?

3
—(25)2 =7

a) =5

b) —25

c) —125

d) 25

e) 125

5) x € Z ve |x + 3| < 4 olmak lizere; x kag farkli deger alabilir?
a)5
b) 6
c)7
d)8
e)9

6) Asagida verilen esitsizlik gore, x asagidakilerden hangisi olabilir?



< x <=
9

a) E
18
22
b) —
7
C J—
) 27
d) E
13
e —_—
) 18

7) Asagida verilen islemin sonucu kagtir?

V80 — V45
a) V35
b) V5
c) 2v5
d) 3v5
e) 4/5

8) Asagida verilen islemin sonucu kagtir?
VA -5
N = 7
a)V3
b) 1
c) 0
d) -1
e) —V/3

9) Asagida verilen islemin sonucu kagtir?

1+ ! = ?
1+L1
1+7

a) 3/5
b) 1

c) 6/8
d) 5/8
e) 8/5

10) Asagida verilen islemin sonucu kagtir?
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1 1
Z+V3 VZ-3

a) =22
b) —V/2
c) 1

d) V2
e) 2v2

Cevaplar

1)a, 2)b, 3)d, 4)c, 5)e, 6)b, 7)b, 8)d, 9 e, 10)a
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2. KUME KAVRAMI VE KUME ISLEMLERI
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2.1. Kiime Kavrami
2.2. Kiime GOsterimi
2.3. Kiime Tamimlari
2.4. Kiime Islemleri
2.5. Kiime Ozellikleri

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
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Boliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
1) Kime nedir?
2) Kumeler nasil gosterilir?
3) Kiimelerle ne tiir islemler yapilir?
4) Sayi kiimeleri hangileridir?
5) Biitiin sayilar bir kiimede toplanabilir mi?
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Anahtar Kavramlar

Kime

Birlesim Kiimesi
Kesisim Kiimesi
Fark Kiimesi
Evrensel Kiime
Tlimleyen

Alt Kiime
Kapsayan Kiime
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin

nasil elde

edilecegi veya gelistirilecegi

Kime Tanimi

Kime tanimini kavrama

Okuyarak, fikir yiirtiterek

Kiime GOsterimi

Kiimelerin uygun bicimde
nasll gosterilecegini
O0grenme

Okuyarak, fikir yiirtiterek

Kiime Islemleri

Kiimelerle ilgili islemleri
O0grenme, anlayip ¢6zebilme

Okuyarak, fikir yiirtiterek
problem ¢6zerek

Kiime GOsterimi

Kime Gosterimini anlama
ve 0grenme

Okuyarak, deneme yaparak,
fikir ylruterek
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Giris

Modern matematigin temeli olan kiilme kavrami, matematikgilerin uzun siire tlizerinde
anlasamadiklari, birlik saglayamadiklari konulardan biri olmustur. Baslangicta, “set”
kelimesinin terciimesi olarak bu kavrami bize ciimle veya kiime olarak tanitmaya
calismislardir. Ingilizce anlamina baktigimizda su anlasilmaktadir: “set yani kiime” dyle
bir topluluktur ki bu topluluga neyin dahil oldugunu, neyin dahil olmadigini kesinlikle
bilebiliriz. Buna karsin bazi topluluklar vardir ki i¢inde nelerin olup nelerin olamayacagi
acik ve kesin degildir. Ingilizce de bu tiir topluluklar “group” veya “collection” olarak

ifade edilmektedir.

Kiimeler uzun yillardir kullaniliyor olmasina ragmen kiimenin matematiksel taniminin
yapilmasi 19. yiizyillda olmustur. Cantor’a géore matematik problemlerinde genellikle
sayilar, noktalar ya da bagintilar, fonksiyonlar gibi kavramlarla calisildigindan aslinda
matematigin ugrasisi olan tek nesne vardir, o da kiimedir. Daha agikgasi; sayilarin kiimesi,
noktalarin kiimesi, fonksiyonlarin kiimesi gibi kiimeler disinda matematigin hic¢bir
nesneye ihtiyaci yoktur. Esas olan kiimeler arasindaki bagintilarin arastirilmasidir.
Matematigin en temel konularinin basinda gelen kiime kavrami, giiniimiizde birgok
matematiksel problemin anlatimini kolaylastirmada 6nemli rol oynamakta ve yine
matematigin 6nemli konularindan biri olan baginti (fonksiyon) kavraminin temelini
olusturmaktadir.

Ktimeleri, sinirlar1 kesin olarak belirtilmis, nesneler toplulugu olarak kabul edebiliriz.

Kiimeyi meydana getiren nesnelerin, herkes tarafindan ayni sekilde, acik secik anlasilmasi
ve belli bir anlami1 olmasi gerekir.
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2.1. Kiime Tanimi

Esya, canli ve cansiz varliklarin her birine nesne denir. Ayni cinsten nesneler topluluguna
kiime (veya climle) denir. Kiime deyince nesnelerden olusan topluluk akla gelmelidir.
Kiimeye iyi tamimlanmis nesneler toplulugu da diyebiliriz. Ornegin; bir smiftaki
ogrencilerin kimesi, Tirk alfabesinde bulunan sesli harflerin kiimesi, bir isletmede
calisan iscilerin kiimesi, iktisat Fakiiltesi 1. simif 6grencileri gibi tanimlar kiime tanimina
uyarlar.
Kiimeyi olusturan nesnelerin her birine kiimenin eleman: denir. Ornegin, 3’tin pozitif
tamsayili kuvvetlerinden olusan kiimenin elemanlar1 3, 9, 27, 81, 243, ... sayilaridir.
Ktmeleri kiime parantezi { } ile gosterilir.

A={3,9,27,81,243, ..}

B = {Kedi, Kopek, Kus}

C = {istanbul, Ankara, Izmir, Bursa, Adana}

Bir kiimenin belirtilebilmesi icin kiimeyi olusturan nesnelerin herkes tarafindan ayni
sekilde anlasilmasi gerekir. “Sinifimizdaki gozlikli 68renciler”, “haftanin giinleri” gibi
tanimlar birer kiime belirtirken, “Turkiye’'nin bazi illeri”, “yilin soguk gecen aylar1”
tanimlari bir kiimeyi net olarak belirtmez.
Ornegin; “5 il ad1 yazin” denildiginde yazilabilecek kiime, yazacak kisiye bagh olarak
degisecektir. Toplulugun elemanlar1 net bir sekilde belirlenemedigi icin bir kime

olusmaz.
Kimeleri alisildigi iizere A,B,C,..., X,Y,Z gibi biiyiik harflerle ve kiimenin elemanlari
isea,b,c,..., x,y,z gibi kigulk harflerle gosterilir. Bir x elemani A kiimesinin elemani ise

bu x € A biciminde yazilir ve “x elemanmidir A” diye okunur. Eger bir x eleman1 A
kiimesinin eleman1 degilse, bu x € A biciminde yazilir ve “x elemani degildir A” diye
okunur.

C ={1,2,3,4}

1eC,2€eC

5¢C, 8¢C
Ornegin, Tiirkgcede bulunan sesli harfler bir kiime olusturur.

Sesli harfler =SH ={a, e,1,i,0,0,u, U}
e € SH k & SH

2.2 Kiime GoOsterimi
Kiimeler ti¢ farkh sekilde gosterilir:

2.2.1 Listeleme Yontemi ile Gosterim
Kiimenin elemanlarinin {} sembolii (kiime parantezi) icine, aralarinda virgiil olacak
sekilde yazilmasidir. Kiimenin liste seklindeki yazilisinda, elemanlarin yazilis sirasi
onemli degildir. Kimedeki her eleman bir defa yazilir.
Ornek:
Turkge Alfabesindeki sesli harflerden olusan A kiimesini liste yontemi ile gosteriniz.
A = {a,e11,0,0,u,}
seklinde yazilir.
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Ornek:

A ={0,1,2,3,4,5} , 6 elemanli bir A kiimesi
B = {a,b,c,d} , 4 elemanl bir B kiimesi

C = {x,0,A} , 3elemanl bir C kiimesi

2.2.2 Venn Semasi ile Gosterim

Venn Semasi ile gosterimde, kiimenin elemanlar:1 bir daire, elips veya bir dikdortgen
biciminde kapal1 bir geometrik sinir i¢ine yazilarak gosterilir. Her bir elemanin yaninda
bir nokta bulunur.

A B

U

Sekil 2.1: Venn Semasi ile Kiime Gosterimi
2.2.3 Ozellik Belirterek Kiime Gosterimi
Kiimenin elemanlar1 arasinda bulunan ortak bir 6zellik varsa bu 6zellik belirtilerek
kiimenin gosterimine ortak 6zellik yontemi ile kiime gosterimi denir.

A = {x | x'in bir 6zelligi}

A = {x]|...}veyaA = {x:....} biciminde yazilir.
Kiimenin elemanlarini, daha somut ya da daha kolay algilanir bicimde gerektiginde sozel,
gerektiginde matematiksel bir ifade olarak ortaya koyma bi¢imidir.
A = {x: (x'inbir 6zelligi)}
Burada “ x : ” ifadesi “Oyle x’lerden olusur ki” diye okunur.
Bu ifade “ x | ” bigciminde de yazilabilir.

2.3 Kiimelerin Karsilastirilmasi
2.3.1 Kiime Ozellikleri

e Bir kiimenin elemanlarinin kiime i¢inde yer degistirmesi kiimeyi degistirmez.
A = {a,b,c,d} = {d,c,a,b} = {d,b,c,a}...

e Kiimede her eleman bir kez yazilir.
A ={aab 1,213} = {a,b,1,2,3}
2.3.2 Kiimenin Eleman Sayisi
Kiimeyi olusturan nesnelere kiimenin elemanlart denir. Bir kiimeye ait elemanlarin
sayisina kiimenin eleman sayisi denir ve s(A) ile gosterilir.
Bir A kiimesinin 5 tane elemani varsa, s(4) = 5 seklinde gosterilir.
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Ornek:

Verilen A = { a, b, c,d } kiimesinin eleman sayisini bulalim.

Verilen A kiimesinin eleman sayisi dorttiir. s(4) = 4 biciminde gosterilir.
Ornek:

B = {*,A,0}ise s(B) = 3 seklinde gosterilir.

Ornek:

D ={0,2,4,6,8}ise s(D) = 5 seklinde gosterilir.

2.3.3 Esit Kimeler

A ve B tam olarak ayni elemanlara sahipler ise A = B dir. Yani iki kiime de benzer
elemanlara sahip olmalidir.

Ornek:

A={x|1<x<5vextamsay1}ve B = {2,3,4} kiimeleri esit kiimelerdir. Clinkii A
kiimesinde de B kiimesinde bulunan elemanlar vardir. A = { 2,3 ,4 }, Bu nedenle; A = B
dir.

2.3.4 Denk Kiimeler
Herhangi iki A ve B kiimeleri verilmis olsun. A ve B kiimesinin elemanlari, birebir
eslenebiliyorsa bu kiimelere, denk kiimeler denir. Bir diger ifade ile eleman sayilar1 ayni
olan kiimeler denk kiimelerdir.
Biitiin esit kiimeler ayn1 zamanda denk kiimelerdir. Fakat denk kiimeler her zaman esit
kiimeler olmayabilir.

A ={2,4,6} ile B = {k,I,m}
kiimeleri denk kiimelerdir.

2.3.5 Sonlu Kiimeler
Elemanlar1 sayilarak belirtilebilen kiimelere sonlu kiimeler denir.
B={1,a,3,d, * }
kiimesinin 5 eleman1 vardir. Eleman sayisi sayilabildigi icin sonlu kiime olarak
adlandirilir.

2.3.6 Sonsuz Kiimeler

Elemanlar1 sayilarak belirtilemeyen veya sayillamayacak kadar ¢ok elemanli olan
kiimelere, sonsuz kiimeler denir. Ornegin Reel Sayilar Kiimesi (R) sonsuz kiimedir.
Ornek:

Dogal Sayilar kiimesi elemanlari sayilamadigi ve sonsuza gittigi icin bir sonsuz kiimedir.
N={0,1,2,3,..,00}

Bir dogru tizerindeki noktalar kiimesi, dogal sayilar ve tam sayilar kiimesinin elemanlari
sayllamayacak kadar ¢oktur. Bunun i¢cin bu kiimelere sonsuz kiime denir. Ornegin denizde
yasayan canlilarin kiimesi veya 1 ile 9 arasindaki reel sayilarin kiimeleri sonsuz
kiimelerdir.
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2.3.7 Reel Say1 Ekseni ve Aralik Kavrami

a ve b reel sayilar1 arasindaki reel sayilarin kiimesini liste yéntemiyle yazamayiz. Ornegin
sekildeki,

(1) ktimesi, (a, b) (agik aralig1) bicimindeyada{x: a < x < b, x € R},

(2) no’lu kiime, (a, b] bicimindeyada{x: a < x < b, x € R},

(3) no’lu kiime, [a, b) bigimindeyada{x: a < x< b, x € R}ve

(4) numarali kiime de [a, b] bicimindeyada{x: a < x< b, x € R}

biciminde gosterilir.

(1) 0 s =
2) 0 . =
® 7 b :
@ 7 ; )

Sekil 2.2: Acik ve Kapali Aralik Tanimlari

2.4 Kiime Tanimlar
2.4.1 Bos Kiime

Hi¢ elemani bulunmayan kiimelere “bos kiime” denir ve @ veya { } ile gosterilir.
Karekokii negatif olan sayilar kiimesi, @ = {x| x> < 0 ve x € R},
Tiirkiye’nin C harfi ile baslayan sehirleri kiimesi; @

2.4.2 Alt Kiime
A ve B birer kiime olsun. A kiimesinin her elemani1 B kiimesinin de bir elemani ise “A
kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir” denir ve A € B ile gosterilir. Tersten sdylemek
istenirse “B kiimesi A kiimesinin tist kiimesidir. B kiimesi A kiimesini kapsar” veya “B
kapsar A'y1” diye okunur ( B 2 A).
n elemanli bir kiimenin alt kiime sayis1 2" ile hesaplanir.

e 1 = 3 elemanli bir kiimenin 23 = 2.2.2 = 8 tane alt kiimesi bulunur.

e n =5 elemanh bir kiimenin 2° = 2.2.2.2.2 = 32 tane alt kiimesi bulunur.
Ornek:
B = {1,2,3} kiimesinin alt kiimelerini yaziniz.
Coziim:
B kiimesi s(B) = 3 elemanli oldugu icin 23 = 2.2.2 = 8 tane alt kiimesi bulunmaktadir.
Bu alt kiimeler asagida gosterilmektedir.

B;={}
B, = {1}
B; = {2}
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B, = {3}

Bs = {1,2}

B, = {1,3}

B, = {2,3}

Bg = {1,2,3}
Ornek:

A=1{13458}, B={1,2,3,5,7} ve C ={1,5} Kkiimeleri ise, aralarindaki alt kiime
iliskilerini gosteriniz.

Coziim:

C c A ve C c B. Bunun nedeni C’'nin elemanlar1 olan 1 ve 5 aynm1 zamanda A ve B
kiimelerinin de elemanlaridir. Fakat B € A seklinde sOylenemez. Clinkii B’nin bazi
elemanlari, 6rnegin 2 ve 7, A kiimesine ait degildir.

2.4.3 Oz Alt Kiime
A ve B birer kiime olsun. A4, B’nin alt kiimesi ve 4 # B ise 4 kiimesi B kiimesinin 6z alt
kiimesidir denir ve A c B ile gosterilir.
n elemanli bir kiimenin alt kiime sayis1 2" — 1 ile hesaplanir.
e n =3 elemanl bir kiimenin 23 — 1 = 7 tane 6z alt kiimesi bulunur.
e n =4 elemanl bir kilmenin 2 — 1 = 15 tane 6z alt kiimesi bulunur.
Ornek:
A = {1,3,4,5,8} kiimesinin 6z alt kiime sayisini1 bulunuz.
n =5 elemanl bir kiimenin 2° — 1 = 32 — 1 = 31 tane 6z alt kiimesi bulunur.

Alt Kiime Ozellikleri
¢ Bos kiime biitiin kiimelerin bir alt kiimesidir. A her hangi bir kiime olmak iizere
@ c Adir.
e Her kiime kendisinin bir alt kiimesidir. A her hangi bir kiime olmak lizere A c A
dir.

e A, BveC(C kiime olmak iizere Ac BveB c Cise A c C dir.

2.4.4 Evrensel Kiime

Uzerinde islem yapilan tiim kiimeleri kapsayan, bos kiimeden farkli, yeterince genis
kiimeye evrensel kiime denir. Genel olarak E veya U harfi ile gosterilir. Evrensel kiime;
gerekli tiim elemanlar: icerecek kadar genis, gereksiz tiim elemanlar1 dislayacak kadar
dar secilmelidir.
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E

Sekil 2.3: Evrensel Kiime (Dikdortgen icerisindeki tiim elemanlarin kiimesi)

2.4.5 Bir Kiimenin Tiimleyeni
Evrensel kiimenin elemanlarindan, bunun bir alt kiimesi olan A4 kiimesinin elemanlari
cikarilarak elde edilen kiimeye A’'nin Tiimleyeni denir. “ A’ ” veya “ A ” ile gosterilir.

A= {x|x¢A, x€E}
Ornek:

E = {1,2,3,4,56},A = {1,3,5}ise A’ = {2,4,6}
olur.
Evrensel Kiime ve Tiimleyenin Ozellikleri:
@'=EveE =0
Her A kiimesi i¢in, (A" )’ = Adir.
Her A kiimesii¢in, AUA'=E = A" U A dir.
Her A kiimesiicin, ANA'=@ =A"n Adr.
(AnB)=A"UB ve (AU B) =A'"nB dir.
A cB& B c A dir.

2.4.6 Kuvvet Kiimeleri
Bir kiimenin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu kiimeye kuvvet kiimesi denir.
A = {1, 2, 3} kiimesinin kuvvet kiimesi P(4);
P(4) ={0,{1},{2},(3},{1.2} {13}, {23}, {123}
Kuvvet kiimesi A kiimesinin 8 tane alt kiimesinin bir kiime i¢ine ayr1 ayr1 yazilmasi ile
olusur.

2.5 Kiimelerle Yapilan islemler
2.5.1 Kiimelerin Birlesimi

A ve B kiumelerinin birlesimi, AU B seklinde tanimlanir, A veya B’ye ait tim
elemanlarinin kiimesidir. A U B kiimesi olusturulurken A ve B’de bulunan elemanlar
yazilir. Ortak elemanlar ise bir defa yazilir.
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Sekil 2.4: Kiimelerin Birlesimi (A U B)

Ornek:
A ={1,2,3}ve B ={0,2,3,4} kiimeleri iseler, A birlesim B kiimesi,

AUB =1{0,1,2,3,4}
olur.
2.5.2 Kiimelerin Kesisimi
Diger yandan A ve B kiimelerinin kesisimi, A N B seklinde tanimlanir, hem A hem de B’ye
ait elemanlarin yani A ve B’deki ortak elemanlarin kiimesidir.

Sekil 2.5: Kiimelerin Kesisimi (A N B)
Ornek:
A ={1,2,3}ve B ={0, 2, 3,4} kiimeleri iseler, A kesisim B kiimesi,
ANB ={2,3}olur.
Bunun yaninda A N B = @ ise A ve B kiimelerine ayrik kiimeler ad1 verilir.

O
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Sekil 1-6: Ayrik Kiimeler (A N B = @)
2.5.3 Fark Kiimeleri
A kiimesi bir B kiimesinin alt kiimesi degilse ya da A’'nin en azindan bir elemani B’ye ait
degilse, bu kiime A fark B kiimesidir. \ c¢izgisi ile gosterilebilir.
Asagidaki sekilde B\ A kiimesi gosterilmektedir.

A B

Sekil 2.7: iki Kiime Farki (4\B)

A B

Sekil 2.8: [ki Kiime Farki (B\A)

2.5.4 Kiime ile ilgili Kurallar

o AUQP =4 ANp=20

e AUA =4, AnA=4A

e (AUB)UC = AU(BuC)=AUBUC

e (AnB)NnC =An(BnC)=AnBnNncC

e AUB=BUA, AnB=BnNnA

e AUBNC)=(AUB)N(AUC)

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
A, B ve C birer kiime olsun;

e ACBiseA/B=@dir.

e ANB = Qegerveyalniz eger A\B = A’dur.

e A\(BUC) = (A\B) n (A\0)

e A\(BNC)=(A\B)U (A\0)

e AN(B\C)=(ANB\ANO)

* (AUB)\C = (A\C) U (B\()

* (AUB)\C = (A\C) U (B\()
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Uygulama

1) Sayilar konusu ilk boliimde incelenmisti. Say1 kiimelerini kiime olarak gostermek
istersek, Reel sayilar kiimesinin, Rasyonel ve irrasyonel Say1 kiimelerinin birlesimi
oldugunu goriiriz.
R=QuUI

QCcR

ICcR
Rasyonel Sayilar da tamsayilar kiimesinin biitlin elemanlarini icerdiginden,

Q>oZ

ZcQ

Tam sayilar da dogal sayilar1 kendi igerisinde barindirdigindan, dogal sayilar kiimesini
dolayisiyla sayma sayilar kiimesini kapsamaktadir.

ZDON

Ncz

)

Yukarida verilen Venn Semasina gore asagidaki kiimeleri liste seklinde gosteriniz.

2)

A=1{1,23}
B = {2,3,4,5}
C = {3,4,5,6}

AUB = {1,2,3,5,6}
AUC ={1,2,3,4,5}
BUC ={2,3,4,5,6}

ANB = {3}
ANC =1{23}
BnC = {35}
ANBNC ={3}
A—B={12)
A-C={1}
B—C = {6}

B —A={56)
C—A={45}
C—B ={24)
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Uygulama Sorular

1) AuB={0,1,23,4,567}

ANB ={3,6)
A\ B ={1,4,7} ise B kiimesinin eleman sayisi kag¢tir?
Coziim:

Asagidaki Venn semasinda goriildigii gibi A'nin B’den farkl olan elemanlari, A\ B = {1,4,7}
ve B ile aym olan elemanlar1 A N B = {3,6}'dir. Dolayisiyla bu iki kiimenin elemanlar1 A
kiimesini olusturur. A = {1,3,4,6,7}. AUB ={0,1,2,3,4,5,6,7} ve AN B = {3,6} olduguna
gore, B kiimesi B = {0, 2, 3, 5, 6} olur. Dolayisiyla B kiimesinin eleman sayisi 5 oldugu gortiiliir.

A B

2) A={x|x€[-3,5), x€Z} olarak tanimlanan kiimeyi listeleme yontemi ile
gosteriniz.
Coziim:
Verilen aralikta [—3, 5), —3 sayisinin solunda késeli parantez bulundugundan, kiime igerisinde
—3 bulunmakta, ancak 5 sayisinin saginda normal parantez bulundugundan kiime icerisine
dahil edilmez. Bu aralikta bulunan tamsayilar A = {—3,—-2,—-1, 0, 1, 2, 3, 4} olmalidir.
3) 50 kisilik bir sinifta 35 6grenci Matematikten, 25 6grenci de Muhasebe dersinden basarili
olmustur. Hem muhasebeden hem de Matematikten basarili olmus 15 kisi olduguna gore, sinifta
her iki dersten de basarisiz olan kag kisi bulunmaktadir?

Coziim:

s(A) =35 ves(B) =25 s(E)=s(AUB)+s(AUB) =50

s(AUB) =s(A)+s(B)—s(ANnB)

s(AuB) =35+ 25—-15

s(AUB) =45

s(AUB) =s(E)—s(AUuB)=50—45=5
Iki dersten bagarih olanlar 15 kisidir. Iki dersin ikisinden de ayn1 anda basarihi olamayan 5 kisi
bulunmaktadir.

E

Mat Muh

4) A =1{1,2,3},B = {2,4,5}ve C = {5,6,7} kimelerini kullanarak AU B,ANn B,A\B, B\A,
AUBUCveAn B n C kiimelerini bulunuz.
Coziim:
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AUB = {1,2,3,4,5}

ANB = {2}

A\B = {1,3}

B\A = {4,5}

AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7}
ANBNC={}
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boéliimde matematigin temel konusu olan kiimeler konusu ele alinmistir. Bliimde;
kiime tanimi, kiime 6zellikleri, kiime islemleri, say1 kiimeleri ayrintili olarak islenmistir.
Modern matematigin temelini olusturan kimeler konusu, baginti ve fonksiyon
kavraminin temel taslarindan biridir.
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Boliim Sorular:
1) Asagida verilen Venn semasina gore, beyaz renkli bolgenin gésterimi hangi sikta dogru
olarak verilmektedir?

A B

a)B—-A
b)ANB
c)AUB
dA-B
e) @

2) Asagidaki siklarda verilenlerden hangisi P = (8, 16, 24, 32, ... 800) kiimesinin esitidir?
a)A=(ala=4x, 2<x < 200, xeN)

b) B = (b|b =8x, x€N)

c)C=(clc=8x, 1<x < 100, xeN)

d) D =(d|ld =4x, xeN)

e) E=0

3) Asagida verilen siklardaki Venn semalarina gore hangisinde n(4 U B) = n(4) + n(B)
olur?

b
c

w
c
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4) Asagida verilen Venn Semasina gore siklardan hangisi yanlistir?
A B D

5) Dort elemanl bir kiimenin kag tane alt kiimesi vardir?
a) 16 b) 15 c)8 d) 7 e) 4

a)AnC=A4
b)ADC
c)CcA
dAND=¢
e)C\A=10

6) Say1 kiimeleri i¢in asagidaki ifadelerden hangisi dogrudur?
a)ZcN Db)RcZ <¢JR>ON>Z d)Z<&R e)]NcZcR

7) A={1,3,5,7} ve B =1{2,3,58} kimeleri icin AN B kiimesi asagidakilerden
hangisidir?

a){2,3,5,88 b){3,5} {1,23,578 {1,357 €0

8) A = {2, 3,5,9} kiimesinin 6z alt kiime sayis1 kactir?
a) 32 b) 16 c) 15 d) 8 e) 7

9) A = {a; a, IKTISAT kemesinin harfleri} kiimesi asagidakilerden hangisidir?
AA={K TS bA={LKTI1S AT} <c)A={LKT,S, A}
d)A={1ST} e)A={K,S, AT}
10) A=1{1,3,5,7} ve B =1{2,3,5,8} kiimeleri icin A\B kiimesi asagidakilerden
hangisidir?
a){1,7} Db){2,8 ){1,3,57} d){1,2,7,8} e) D

Cevaplar

1)d, 2)c, 3)b, 4)a, 5)a, 6)e, 7)b, 8)c, 9)c, 10)a
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3. DENKLEMLER, ESITSIZLIKLER VE MUTLAK DEGER
KAVRAMI
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3.1.
. Dogrusal Denklemler
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

3.2

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
Denklemler

ikinci Dereceden Denklemler

Rasyonel Denklemler

Uslii ve KéKklii ifade iceren Denklemler, Cebrik Denklemler
Esitsizlikler

Dogrusal Esitsizlikler

ikinci Dereceden Esitsizlikler
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1)
2)
3)
4)

Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
Denklem nedir? Ne degildir?
Denklem tipleri nelerdir?
Esitsizlik nedir?
Esitsizliklerin ¢6ziimii ile denklemlerin ¢6zlimii arasindaki fark nedir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Denklemler Denklemi tanimlayabilmek | Okuyarak, fikir yiirtiterek

Dogrusal Denklem ve
ikinci Dereceden Denklem

Denklemin tipini
belirleyebilme

Okuyarak, fikir ytirtiterek

Denklem Coziimii

Denklemleri ¢6zebilme

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
uygulama yaparak

Esitsizlik ve Denklem
Arasindaki Fark

Esitsizlik ve Denklem
arasindaki farki kavrama

Okuyarak, fikir ytriiterek,
uygulama yapmak
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Denklem

Esitsizlik

Dogrusal
Kuadratik
Rasyonel Denklem

Anahtar Kavramlar
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Giris

Glnliik yasamda sikga karsilastigimiz ve dort islemle ¢6zmekte zorlandigimiz hatta bazen
cozemedigimiz sayisal ve sosyal bilimlerdeki pek cok problemi denklemler yardimiyla
(denklem kurarak) ¢ozilebilir duruma getirebilmekteyiz. Bu nedenle denklem
¢Ozlimlerinin bilinmesi isletme, ekonomi ve sosyal bilimler agisindan da olduk¢a 6nemli
olmus ve matematikciler denklemlerin ¢ézlimiinde izlenebilecek bir yontem bulmaya
calismislardir.

Havuz problemleri, is¢i problemleri, oran oranti problemleri, faiz problemleri, gelir gider
maliyet denklemleri, tiikketim ve harcama problemleri, gayri safi milli hasila problemleri
denklem kurma (matematiksel modelleme) yardimi ile kolaylikla ¢6ziilebilir.
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3.1 Denklemler - (Esitlikler)
Iki niceligin esitliginin matematik ifadesine denklem denir. Esitligin iki tarafi asagida
goriilen bir terazi gibi diisiiniilebilir. Esitlik olmasi bu terazinin dengede oldugunu,
esitsizlik olmasi durumunda da terazi kefelerinden birinin digerine gore biiyiik oldugu
anlamina gelir. Verilen esitligin bir denklem olabilmesi i¢in esitligin ya bir tarafinda ya da
her iki tarafinda en az bir bilinmeyen bulunmalidir. Bu bilinmeyen genellikle,
X,¥,z,t,u,v ... gibi sembollerle gosterilir. Cebirde en sik kullanilan sembol x ve y harfidir.
Bilinmeyenlerin katsayilar1 da genellikle reel sayilar kiimesine dahil olan a, b,c,m,n, k ...
gibi harflerle gosterilir.
Denklemi saglayan sayilara denklemin kokleri (¢6ziimleri), kokleri bulma islemine
denklem ¢6zme, denklemin koklerinin kiimesine de ¢é6ziim kiimesi denir.
Asagida bir bilinmeyenli [3x + 5 = x + 9] denklemi temsili olarak gosterilmektedir.

Sekil 3.1: Temsili Denklem Gosterimi
Denklemlerin farkl tiirleri bulunmaktadir. Bilinmeyen sayisina gore denklemler bir
bilinmeyenli, iki bilinmeyenli, li¢ bilinmeyenli... olarak siniflandirilirlar. Bilinmeyenin
usstine (kuvvetine) gore de denklemin derecesi veya tipi belirlenir. .asagida farkh tipte
denklem ornekleri verilmektedir.
Denklem OrnekKleri:
Asagida farkl tipten denklemlere 6érnekler verilmektedir.

1) x+2=5 2) 3x2—4x+7=0

3)  4x2—7=29 4)  §=100.(1+0,12)"

5) Y __g 6) 2x+3y =18
y—5

7) 3x+5y=11 8) x3-8=0

9) z=3x+5y 10) e*=1

11) I=P.r.t 12) logx =2

Asagida verilen denklemin sol tarafinda x bilinmeyeni sag tarafinda ise y bilinmeyeni
bulunmaktadir. Denklemde iki bilinmeyen bulundugu icin iki bilinmeyenli denklem adini
alir. iki bilinmeyenin her ikisi birden sagda ya da solda bulunabilir.
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Sekil 3.2: Denklem Gosterimi
Matematikte her tiir denklemin ¢éziimiinde izlenen yol ayni olmadigindan denklemler
siniflara ayrilarak her bir sinif icin bir ¢6ziim yontemi verilmeye ¢alisiimistir.
Denklem ¢6ziimlerinde 6zdeslik ve Binom agilimlar: sik¢a kullanildigindan bu agilimlar
asagida verilmektedir.
3.1.1 Denklem Céziimiinde Sik Kullanilan Ozdeslikler
Ozdeslik, bilinmeyenin her degeri icin dogru olan yani ¢oziim kiimesi Reel Sayilar olan
acik esitliklere denir. En sik kullanilan 6zdeslikler asagida tamitilmaktadir.

iki Kare Farki
a’ —b?=(a-b)(a+b)
a-b [ A=(a+b)(a-Db)
1 A=a®-b?
b //;
| a b
e a ]
a-b B =4
- a-b a-b
a b a
Sekil 3.3: iki kare farki agilimi
Ornek:
82 — 22 = (8 — 2)(8 + 2)
= 6.10
=60
Ornek:
88% — 122 = (88 — 12)(88 + 12)
= 76.100
= 7600
iki Kare Toplam
a’ + b* = (a+ b)*>— 2ab
Ornek:

82 +22 = (8+ 2)2— 282
64 + 4 = (10)2 — 32
64 + 4 = 100 — 32
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68 = 68

Tam Kare A¢ilimlar:
e (a+ b)? = a% + 2ab + b?
e (a— b)?> = a®>— 2ab + b?

Ornek:
(x +y)? = x% + 2xy + y?
= - | d -
Yy A
= o ¥
X
X
Sekil 3.4: [ki Kare Toplami
Ornek:
(6—4)2 = 6% — 2.6.4 + 42
=36—-48+ 16
=52 —-48
=4
Kiip A¢ilimlari
(x+y)® =x3+3x%y +3xy2 + y3
(a+ b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3
(x —y)® =x3—3x%y +3xy? —y3
(a —b)® = a®—3a%b + 3ab? — b3
Ornek:
(6+4)2=63+3.6%4+3.6.4>+43
=216+ 432 + +288 + 64
= 1000
Ornek:
(6—4)3 = 63 —3.6%.4 + 3.6.42 — 43
=216 —432 + 288 — 64
=8
Kiip Toplam

a®+ b3 = (a+b)(a?— ab + b?)
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Ornek:
x3 4+ 125 = (x + 5)(x% — 5x + 25)

Kiip Farki
a®— b3 = (a—b)(a?+ ab + b?)
Ornek:
27a® — 64b3 = (3a — 4b)(9a? + 12ab + 16b?)
Ortak Paranteze Alma

a)3x+3y=3(x+y)

b) 5m — 10mn = 5m(1 — 2n)
c) 12x + 9y = 3(4x + 3y)

d) 3a%b - 2ab? = ab(3a — 2b)

Matematiksel ifadeleri Gruplama

Biitiin terimlerde ortak carpan yoksa verilen ifadenin terimleri uygun sekillerde gruplara
ayrilir Ikiser ikiser, ticer ticer gruplandirilir. Gruplar ayri ayr1 ortak carpanlarina ayrilir.
Ayrilan gruplarda ortak bir ¢arpan aranir. Terimlerde bulunan ortak ¢arpan parantezin
disina alinir.
Ornek:
5a% + 10a = 5a(a + 2)

(5a ortak eleman)
Ornek:

ax + bx +ay+ by =x(a+b) +y(a+b)
((a + b) ortak)

=(a+b)(x+y)
biciminde gruplanir.
Ornek:
2x% —4x — 1x + 2
=2x(x-2)-1(x- 2)
=(x-2)2x-1)
Ornek:
mx +ny + my + nx terimini sadelestiriniz.
Coziim:
mx +ny + my + nx = mx + nx + ny + my
=x(m+n)+y(n+m)
=(m+n)(x+y)
Ornek:

xy — xb — yb + b?
= xy — yb + b*> — xb
=y(x—b)+b(b—x)
=y(x—Db) —b(x—b)

=x—-b)(y—Db)

55



Ornek:
ax+bx+ay+by_?

(a+b)(x+y)
ax+bx+ay+by=x(a+b)+y(a+b)=(a+b)(x+y)
olarak gruplanir. Sadelestirme yapilirsa;
(a+Db)(x+y)
@+b)x+y)

olur.

Ornek:

x? — 6x + 5 ifadesini, x’'li terimin katsayisinin yarisinin Kkaresini ekleyip ¢ikararak
carpanlarina ayiriniz.

Coziim:
x2—6x+5+32—-32=x2—6x+32—-32+5
= (x—3)%+5-9
=(x—-3)2—-4
= (x—3)2-22
= [ —3) = 2].[(x — 3) + 2]
= (x—5).(x—1)

Carpanlarina ayirma:
a,bvec € R,a # 0olmakiizere; ax? + bx + ¢ = 0 denklemi verildiginde; eger a = 1 ise,
carpimlari ¢, toplamlari b olan iki say1 aranir. Bulunan bu sayilar denklemin koklerinin
ters isaretlisi olan sayilardir.
x> +bx+c=0
X1.X3 = C
X1 +x,=b
Buradaki x; ve x, denklemin kéklerinin ters isaretli olan sayilaridir.
¢ sayis1 pozitif oldugunda, bulunacak sayilarin her ikisi de pozitif veya her ikisi de negatif
olmali, ¢ sayis1 negatif oldugunda, bulunacak sayilarin biri pozitif veya digeri negatif
olmalidir. b pozitif ise bulunan sayilardan biiyligi (+) isaretli, kiiciigli ise (-) isaretli
olmalidir. b negatif ise bulunan sayilardan biiyligu (-) isaretli, kiiciigl ise (+) isaretli
olmalidir.

Diger bir deyisle, b’nin isareti ne olursa olsun, bulunan sayilarin toplamini olusturmaldir.
x% —3x — 4 = 0 olsun.
Bu denklemdea = 1,b = —3 ve ¢ = —4'tiir.

Carpimlar1 —4, toplamlar1 —3 olan iki say1 bulunur. Bu sayilar; —4 ve 1’dir. Bulunan bu
sayilar denklemin ¢6ziimii degildir.

Dolayisiyla verilen denklem;
x+1D(x—-4)=0

biciminde ¢arpanlarina ayrilir. Bu denklem ¢6ziildiglinde;
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x = —1 ve x =4 olarak bulunur. Bulunan sayilarin ters isaretli olanlar1 denklemin
¢ozimini olusturur.

x2+5x—6=0

x+6)x-1)=0

a # 1 oldugu takdirde; asagidaki islem uygulanarak carpanlara ayrilir.

(mx.q + nx.p = bx m.n = avep.q = coluyorsa),

ax? + bx +c = (mx +p)(nx + q)
mx._ _p
(nx><q)
2x2—5x+2=0 2x.(-2)+x.(-1) =-5x b=-5
2x-1Dx-2)=0 mn=21=2=a ve (-1).(-2)=2=c

2x-_—1
( X ><—2 )
6x%+7x —3 = (3x — 1)(2x + 3) olur.
3x -1 (3x.3 — 1.2x = 9x — 2x = 7x oldugundan)
2x +3

Bx—-1D2x+3)=0
x=1/3 ve x =-3/2
cozlimleri elde edilir.

3.1.2 Kartezyen Koordinat Sistemi

iki bilinmeyenli bir denklemin ¢oziimlerini analitik diizlemde gostermek miimkiindiir ve
buna grafikle ¢6ziim denir. Analitik diizlemi ve bu diizlemde her noktanin bir say1 ikilisine
eslenmektedir. Say1 ekseni tanimini genisleterek diizlemde ve uzayda noktalar icin de
koordinatlar tanimlanabilir. Diizlemde noktalarin koordinatlarini tanimlamak igin,
diizlemde birbirini orijinlerinde dik olarak kesen iki say1 ekseni kullanmak yeterlidir.
Genellikle bu eksenlerden biri yatay digeri de diisey olarak secilir; yatay olanina x-ekseni,
disey olanina y-ekseni denir. Diizlemde bu sekilde secilmis eksenlerin olusturdugu sekle
Kartezyen Koordinat Sistemi, eksenlerin kesim noktasina da bu sistemin orijini denir ve
genellikle O harfi ile gosterilir. x- ve y- eksenleri diizlemi dort bolgeye ayirir.

Say1 ekseni tanimini genisleterek diizlemde ve uzayda noktalar icin de koordinatlar
tanimlayabiliriz. Diizlemde noktalarin koordinatlarini tanimlamak icin, diizlemde
birbirini orijinlerinde dik olarak kesen iki say1 ekseni kullanmak yeterlidir. Genellikle bu
eksenlerden biri yatay digeri de diisey olarak secilir; yatay olanina x-ekseni, diisey
olanina y-ekseni denir. Diizlemde bu sekilde secilmis eksenlerin olusturdugu sekle
Kartezyen Koordinat Sistemi, eksenlerin kesim noktasina da bu sistemin orijini denir ve
genellikle O harfi ile gosterilir.

x — ekseni ve y — eksenleri diizlemi dort bolgeye ayirir. Asagida kartezyen koordinat
sisteminin bolgeleri gosterilmektedir.
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2. Bolge i 1. Bolge
('!+) 3 (+r+)

J x
R R R R
3. Bolge : 4. Bolge
(-,-) ':" (+,-)

Sekil 3.5: Kartezyen Koordinat Sisteminde Bolgeler

Diizlemde bir noktaya karsilik gelen sirali reel say: ikilisi soyle belirlenir: Verilen
noktadan her iki eksene birer dikme indirilir. x-eksenine indirilen dikmenin ayagi bir a
sayisina, y-eksenine indirilen dikmenin ayagi bir b sayisina karsilik gelir. Verilen noktaya
karsilik gelen reel sayi ikilisi (a, b) dir. a sayisina o noktanin x-koordinati veya apsisi; b
sayisina da y-koordinati veya ordinati denir.

Verilen bir (a, b) sirali reel sayi ikilisine karsilik gelen noktay1r bulmak i¢in yukaridaki
islem tersine isletilir. Daha ac¢ik bir ifadeyle, 6nce x-ekseni iizerinde a noktasi ve y-ekseni
lizerinde b noktasi bulunur ve sonra her iki noktadan ait olduklar1 eksene birer dikme
cikilir; bu dikmelerin kesim noktasi, apsisi a ve ordinati b olan noktadir.

P4
(a, b)
bl .
0 x
- L |
a
\/

Sekil 3.6: Kartezyen Koordinat Sisteminde Nokta Gosterimi
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Diizlemde bir noktaya karsilik gelen sirali reel say: ikilisi soyle belirlenir: Verilen
noktadan her iki eksene birer dikme indirilir. x-eksenine indirilen dikmenin ayagi bir a
sayisina, y-eksenine indirilen dikmenin ayagi bir b sayisina karsilik gelir. Verilen noktaya
karsilik gelen reel sayi ikilisi (a, b) dir. a sayisina o noktanin x-koordinati veya apsisi; b
sayisina da y-koordinati veya ordinati denir.

Verilen bir (a, b) sirali reel say ikilisine karsilik gelen noktay1r bulmak i¢in yukaridaki
islem tersine isletilir. Daha acik bir ifadeyle, 6nce x-ekseni lizerinde a noktasi ve y-ekseni
uzerinde b noktasi bulunur ve sonra her iki noktadan ait olduklar eksene birer dikme
cikilir; bu dikmelerin kesim noktasi, apsisi a ve ordinati b olan noktadir.

"20 cm. uzunlugunda bir ¢ubuktan ka¢ degisik dikdortgen cerceve yapilabilir?" problemi
2x + 2y = 20 denkleminin ¢6ziimini gerektirir. Burada da sonsuz tane (x,y) degeri
ortaya ¢ikar. Eger x ve y tam say1 olmak zorunda ise bu sonsuz ¢6ziim igerisinden bazilari
¢6zUm olur ve ¢6ziim sayisi sonlu hale gelir. (Kare, ayn1 zamanda bir dikdortgendir)

2x +2y =20
x+y=10
Tamsayi ¢ozlimler;
1 2 3 4 5 7 8 9
9 8 7 5 5

Asagida verilen kartezyen koordinat sisteminde dort farkli bolgede dort sirali ikili (nokta)
ve o noktalarin aldig1 isaretler gosterilmektedir. Bir sirali ikilide ilk say1 apsisi (x), ikinci
say1 ordinati (y) ifade eder.

y
4 6,7)
[ .
61 i
(-3,5) &----- ; ;
: +1 !
o i
! 2 i
B ; x
- : i 0 : ! »>
9 -8 -7 -6 ? 4 -3 -2 -1 L 1 2 3 zlt 5 6 7 8 9
s s
i oY S .
‘_ __________ 44 (4'-3)
(-5,-4) st
-6+
y

Sekil 3.7: Kartezyen Koordinat Sisteminde bolgelere gore isaret degisimi
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3.2 Dogrusal Denklemler
3.2.1 Bir Bilinmeyenli Dogrusal Denklemler
a ve b gercel (reel) sayilar ve a # 0 olmak lizere,
ax+b=0
bicimindeki esitliklere birinci dereceden bir bilinmeyenli denklem denir. Denklemin
koki, ax + b = 0 esitligi sabit terimler bir tarafta, bilinmeyen x’i iceren terimler bir
tarafta olacak sekilde diizenlenir ve asagidaki gibi hesaplanir.
—b
a

ax = —b ; X =

Ornek:
5x —30=2x—18
denklemini ¢6ziintiz.
Coziim:
5x—30=2x—18
5x—2x=-18+ 30

3x =12
_12_4
x = T =

3.3 iki Bilinmeyenli Dogrusal Denklemler
a,b ve c¢ gercel sayllar ve a # 0, b # 0 olmak lizere ax + by + ¢ = 0 bigimindeki

denklemlere birinci dereceden iki bilinmeyenli denklemler denir. Denklemi saglayan
(x,y) ikililerine denklemin kokleri denir.

3.3.1 Birinci Dereceden iki Bilinmeyenli Denklemler
ai, b1, c1, az, bz, c2 € R olmak lizere;

a1 x+by+c, =0

a,x+b,y+c, =0
denklemleri verilsin. iki veya daha ¢ok sayida verilen birinci dereceden (dogrusal) iki
bilinmeyenli denkleme birinci dereceden iki bilinmeyenli denklem sistemi (denklem
takimi) denir.
Denklem sistemindeki tiim denklemleri saglayan (x, y) ikilisi (veya ikilileri) varsa bunlara
denklem sisteminin ¢oziimii denir.

Ornek:
2x+y =28
—x+y=2
denklem sisteminin ¢6zliimii nedir?
Cozum:
2x+y =28
—x+y=2

ikinci denklemde y’nin isaretini negatif yapmak icin ikinci denklem -1 ile carpilir ve
toplama yapilarak y’ler yok edilir. Bu sirada esitligin sag tarafi da toplanir. x degeri elde
edilmis olur.
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2x+y =28

xX—y=-2
3x =6
x =2

Bulunan x’in bulunan degeri herhangi bir denklemde x yerine yerine konarak, y elde
edilir.
—x+y=2 - =-24y=2 ->y=4
Denklemin ¢6ziim kiimesi; C.K.= (2,4) cikar.

2x+yx

Sekil 3.8: iki Dogrunun Kesisimi ve Bulunan Noktanin Gésterimi

3.3.2 Ikinci Dereceden (Kuadratik) Denklemler

a, b ve c gercel sayillar ve a # 0, b # 0 olmak lizere ax? + bx + ¢ = 0 seklinde yazilabilen
denklemler ikinci dereceden denklemler olarak adlandirilmaktadir. ikinci dereceden
denklemlerin ¢6ziimiinde eger denklem daha 6nce anlatilan 6zdeslik ve Binom agilimlar:
kullanilarak c¢arpanlarina ayrilabiliyorsa, ¢arpanlarina ayirma yodntemi kullanilabilir.
Carpanlarina ayrilamayan denklemler i¢in diskriminant hesab1 ile kokler
hesaplanabilmektedir.

a) Carpanlara Ayirma Yéntemi:

ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemlerin kéklerini bulmada c¢arpanlara ayirma
yontemi de kullanilabilmektedir. Carpanlara ayirma yonteminde ikinci dereceden
denklem, iki tane birince dereceden denklemin ¢arpimi olarak yazilmaya ¢alisilir.
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OrnekKler:

Asagidaki ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziim kiimelerini bulunuz.
1. 3x2-5x=0

2. x2-x-6=0

3. 2x2 + x-1=0

Coziim 1:
3x2-5x= 0
x.3x-5)=0
x=§ vex =0
Coziim 2:
x2-x-6=0
(x—3).(x+2)=0
x—3=0ve x+2=0
x=3 x= -2
CK2={-2,3}
Coziim 3:

2x> 4+ x-1=0
x+1).2x—1)=0
x=0V 3x-5=0

x=-1 ve x= 1
2

—(, 1
CK3 ={ 1,2}

b) Diskriminant Hesab1 ile K6k Bulma:
ikinci dereceden denklemin genel goriiniimii; ax? + bx + ¢ = 0 bigiminde verilir.
Bu denklem matematiksel olarak asagidaki adimlarla ¢oziiliir.

ax?+bx+c=0

b c . T e y e e
(xz + ax + a) -0 ; Esitligin her iki tarafi a’ya boliiniir.

b c b?  b? . b2 .
(xz +—x+ _) = Denklemin sol tarafina .— terimi eklenir ve
a/ 4a* da ¢ikarilir. Bu sekilde esitlik bozulmamis olur.
b? c b2 Sol tarafta yer degisimi yapilir.
X2 4 —x + — e y gisimi yap
4a?) a 4a?
b\* b?—4ac Payda esitleme yapilir.
(x +%) 2_ 4a2 ,
(x n i) _ b? — 4ac %Saga gecirilip, karekék alinir.
2a 4a?
b Vb2 —4dac x yalmz birakilir.
i T T
Daha ag¢ik bir gosterimle denklemin kokleri;
—b+ VA —b +Vb? — 4ac
X =—m— o5 X, =
! 2a ! 2a

ve
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1= 2a - 2= 2a
formiilleri ile elde edilir.
Ornek:
2x% 4+ 6x — 20 = 0 denkleminin koklerini diskriminant hesab ile bulunuz.
Coziim:
ax? + x + ¢ = 0 ifadesinde 6rnegimizicina = 2, b =6, ¢ = —20'dir.

A= b? — 4ac formiiliinde yerine yazarsak A= 62 — 4(2)(—20) = 196 bulunur.
Diskriminant yardimiyla kokler,

—b ¥ Vb2 — 4ac 3 —6 ++V196

X1,2 =

2a 4
_ -6+ 14 —>
= =
_ —-6—14 _
Xp=——( =
olarak hesaplanir.
Ornek:

Dikdortgen seklindeki bir arsanin uzun kenar1 240 m kisa kenari ise 160 m’dir. Arsa sahibi
arsanin yiizeyini iki katina g¢ikarmay1 hedeflemektedir. Bunun i¢in uzun ve kisa
kenarlarina eklenecek esit arsa dilimlerinin miktarini belirleyiniz.
Cozum:
Hem uzun kenara hem de kisa kenara eklenecek esit arsa dilimi uzunlugu x metre olsun.
Buna gore;
(160 + x)(240 + x) = 2-160 - 240
160.240 + 160x + 240x + x> = 2+ 160 - 240
x? + 400x — 38400 = 0
Carpanlarina ayirma yontemi ile denklemi ¢carpanlarina ayirabiliriz.
(x—80)(x +480) =0
Bu durumda x; =80vex, =—480 olarak bulunur. Uzunluk negatif
olamayacagindan x=80 m’ dir. Yani uzun ve kisa kenara 80 m’ lik arsa dilimi eklendiginde
arsanin alani iki katina ¢ikacaktir.

3.3.3 Rasyonel Denklemler
P(x) ve Q(x) birer polinom fonksiyon olmak tizere;
P(x)
R(X) = @ ’ Q(X) =0
bicimindeki denklemlere rasyonel (kesirli) denklem denir. Asagida birka¢ rasyonel
denklem verilmekte ve ¢oziimleri yapilmaktadir.

Ornek:
Asagidaki rasyonel denklemi ¢6ziiniiz.
2x+7 x—-1_ 38
x+3 x—-5 2x—x2+15
Coziim:
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Rasyonel denklemlerin ¢6ziimiinde toplama ve ¢ikarma islemlerinde payda esitleme
islemi yapilir.

Cx+7)(x—=5)—(x—-D(x+3) —38
(x+3)(x—-5) - x2—-2x-—15
2x* —10x +7x —35—x*—3x+x+3 _ -38
x2—2x—15 " x2—-2x-15
x? —5x — 32 -38
(x? — 2x — 15) = (x? — 2x — 15)

x2—2x—15 x2—2x—15

x?—-5x—32=-38
x2=5x+6=0
x-3)x—-2)=0
x—3=0=>x,=3
x—2=0=>x,=2
C.K.={2,3}
Ornek:
27 2x 6
+ = -1
2x2+7x -4 (x+4) (2x-1)
denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?
Cozum:

27 2x 6
2x—Dx+4)  x+d) (2x—1)_1
Payda esitleme islemi yapilir;
27 +4x* —2x  6x+24 2x> +7x — 4
2x2+7x—4 202 +7x—4 2x2+7x—4
27 +4x? —2x _ 6x+24—2x" —T7x+4
2x2+7x — 4 2x2 4+ 7x — 4
Paydalar esit olduguna gore paylarin esit olmasi gerektiginden,
27 + 4x? — 2x = —2x% —x + 28
6x>2—x—1=0
Bx+1DR2x-1)=0
-1

X=— Ve x=
3

N =

3.3.4 Koklii ifade iceren Denklemler

icerisinde kok bulunduran denklem tipidir. Asagida koklii ifade iceren denklem érnekleri
verilmekte ve ¢6zlimi yapilmaktadir.

Ornek:

V4x? + 20 — 2x = 10 denklemin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Cozium:
V4x?+20=2x+10
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4x% + 20 = (2x + 10)?
4x% + 20 = 4x?% + 40x + 100

—40x = 80
x=-2

Buluna ¢6ziim ilk verilen denklemde yerine konmali ve denklemi sagladig1 test
edilmelidir.
Ornek:

Vx+6—4=x
denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?
Cozum:

Vi+6=x+4

esitliginin saglanmasi i¢in,
x+6 =0 vex +4 > 0 olmasi gerekir. Yani x > —4 olmaldir.
(Vx + 6)% = (x + 4)?
x+6=x*+8x+16
x2+7x+10=0
x+5)x+2)=0
x=-5ve x=-2
sayilar1 bulunur. Ancak —5 ¢6ziimii yukarida verilen esitligi saglamaz. Bu nedenle ¢6ziim
kiimesi sadece —2 sayisindan olusur.

CK={-2}

3.3.5 Uslii ifade iceren Denklemler

Ornek:
3x2 +x—6 — 1

denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

Coziim:
3x2+x—6 =30
x2+x—-6=0
olur.
x+3)x—-2)=0
x=-3ve x=2
C.K. ={-3,2}

3.3.6 Mutlak Deger iceren Denklemler
a bir reel say1 (R) olmak iizere;
a , a=0
lal = {

—-a , a<0

biciminde tanimlanan |a| sayisina a reel sayisinin mutlak degeri denir.

la| = Va? ifadesine mutlak degerin cebirsel tanimi denir.
Ornek: |-7|=7 , |7]|=7
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Ornek: |x| = 4 denklemini saglayan iki say1 bulunur. Yani x yerine 4 veya -4 kondugunda

bu sayilarin mutlak degerleri 4 olur.
xl = 4‘, xz = —4

Mutlak deger fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. Fonksiyonlar béliimiinde ayrintili

olarak anlatilacaktir.
y=f&x) = |x|
M
10F
a8}
- fx)-=4x]
6+
Fas
2 -
0. 8.6 -4 2 | 2 4.6.8.10
24
YRR
6+
St
46+
4
Sekil 3.9: Mutlak Deger Fonksiyonu
Ornek:
|x — 3| = 4 denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:
x—3=4->x,=7,
x—3=—-4-x=-1

3.3.7 Mutlak Degerin Ozellikleri
X,y € R olmak lizere;

1)|x| >0
2)|—x| = [x|
3)|x?%| = |x|?
x.yl = |x|. |yl

5) —|x| < x < |x|
6) | Ix| = 1lyll < Ix+yl < Ix| + |yl

_lxl,
NI=m + y*0

ozellikler mevcuttur.

X

Mutlak degerli ifade iceren bir denklemi ¢6zmek icin yapilacak ilk islem, gercel sayilarda
mutlak deger tanimini kullanarak mutlak degeri kaldirmaktir. Bunu soyle aciklayabiliriz.

n € N* (Cift say1 olan dereceden kok)
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fx) ;f(x)=0
NI = If(x)] =
—f(x) ; f(x) <0

Ornek:
X2 —|x|-2 =0 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?
Cozium:

x <0 = |x|=—x
x2—|x|—-2=0
x> —(-x)—2=0

x2+x—2=0
x+2).(x—1)=0
xX=-2 x=1
_ CK={-2}
Ikincisi;
x= 0-|x|=x
x2—x—-2=0
(x=2)(x+1)=0
x=2 ve x=-1
CK2 = {2}
Denklemin ¢6ziim kiimesi ise C. K. = C. K.1 U C. K.2'dir.
Buradan
C.K.={22}
bulunur.

3.4 Esitsizlikler

iki nicelik arasindaki biiyiikliik ya da kiigiikliik iliskisinin matematiksel ifadesine esitsizlik
denir. Denklemin ¢6ziimii bir nokta olurken, esitsizliklerin ¢6ziimii ise bir nokta da
olabilirken noktalar kiimesi yani say1 ekseni lizerinde bir aralik gosterir.
(Sol Taraf) % (Sag taraf)
Ornek:

4x> +5x—8=0

x+y <8

gibi.

3.5 Birinci Dereceden Esitsizlikler
Bilinmeyenin derecesinin (lissliniin) bir oldugu esitsizliklerdir. Dogrusal esitsizlikler

olarak da adlandirilmaktadirlar. Dogrusal bir esitsizligin, ornegin 5(x + 2) > 20,
coziilmesiyle 2 fazlasinin 5 kat1 20’den biiyiik olan sayilar bulunmus olur. Bilinenler bir
tarafa, bilinmeyenler bir tarafa toplanarak kolay bir sekilde ¢ozlimlenebilmektedirler.
Dogrusal esitsizliklerin ¢6ziim kiimeleri degiskenin 6zelligine gore kesikli ya da siirekli
olabilmektedir.
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Ornek:
x — 1 < =9 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi nedir?

Coziim:
x—1<-9
x—14+41<-9+1
x < -8

Esitsizligin ¢6ziim aralig1 -8 ve -8'den kiiciik reel sayilardir. Goruldugi gibi esitsizliklerin
¢ozumu bazen bir say1 bazen de bir say:1 araligl olabilmektedir. Bu aralik say1 ekseni
lizerinde asagidaki gibi gosterilir.

-20-16-12 -8 4 0 4 g 12 16 20

L

Ornek:
—15 < 2x — 3 < —7 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi nedir?
Cozium:
-15<2x-3< -7
x" yalmiz birakmak icin her ifadeye 3 sayisi eklenir, daha sonra 2’ ye boliiniir.
—15+3<2x—3+3<-7+3

-12<2x <-4

-12 2x —4

2 =757

—-6<x<-2

Esitsizligin ¢oziim araligl -6 ile -2 araligindaki reel sayilardir. Bu aralik say1 ekseni
lizerinde asagidaki gibi gosterilir.

e ——
8§ 6 -4 -2 0 2 4 6 8

Esitsizlikler ile ilgili kurallar:

1) Esitsizligin her iki tarafina da ayni ifade eklenip ¢ikarilabilir.

2) Esitsizligin her iki tarafi ayni pozitif ifade ile carpilip veya boliindiigiinde esitsizlik yon
degistirmez.

3) Esitsizligin her iki tarafi ayni negatif ifade ile carpilip veya boéliindiigiinde esitsizlik yon
degistirir.

4) Esitsizligin her iki yani pozitif isaretli ise her iki tarafin da pozitif kuvveti alindiginda
esitsizlik aynen korunur.

5) Esitsizligin her iki yani da ayni isaretli olmak kosuluyla her iki yanin negatif kuvveti
alindiginda esitsizlik yon degistirir.

3.6 ikinci Dereceden Esitsizlikler

ax’> + bx +c # 0
ax’> + bx +¢c >0
ax’> + bx +¢c >0
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ax? + bx + ¢ < 0
ax? + bx +c <0
bicimindeki esitsizliklere ikinci dereceden esitsizlikler denir. ikinci dereceden
esitsizliklerin ¢ozliimiinde de ikinci dereceden denklemlere benzer sekilde diskriminant
(A= b? — 4ac) hesaplanir ve diskriminantin isaretine gore esitsizligin isareti belirlenir.
ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin koklerinin durumu incelenir ve isaret tablosu
yardimiyla esitsizligin isareti belirlenir. Bilindigi gibi asagidaki ti¢ durum s6z konusudur:
a. A= b? —4ac > Oise x , ve x , gibi birbirinden farkl iki farkl reel kok vardir.
X ‘-oo X1 X3 +00

[

ax*+bx+c a ile aym @’ nin a ile aym
isarette isaretinin tersi isarette

b. A= b?—4ac =0isex,; = x, seklinde cakisik iki kok vardir.

X | -00 X1=X2 +oo

-
-

ax’+bx+c a ile ayni a ile aymi
isarette isarette

c. A=b%?—4ac<0ise ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin reel kokii yoktur.

X ‘-oo +00
ax*+bx+c a ile ayni igarette
Ornek:
x? — 2x + 1 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi nedir?
Cozum:
x2—-2x+1<0
x2-2x+1=0
ise

x—-1Dx-1)=0
x = 1'de cift kath kok bulunmaktadir. isaret tablosunu yapalim:
a=1>0(+)isaretli

X ’ —0Q0 xl = x2=1 +oo

x%?—2x + 1 ‘ + +

Tam kare ifade oldugundan tiim reel sayilar kiimesi i¢in pozitif deger alacaktir. Bu
durumda esitsizligin ¢6ziimi yoktur yani C. K. = @’ dir.
Ornek:
—2x? + 5x — 3 > 0 esitsizliginin ¢d6ziim kiimesini bulunuz.
Cozium:
—2x2+5x—-3=0
—2x2+5x—-3=0
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(-2x+3)(x—1)=0
—2x+3=0vex—-1=0
Kokler; x; = 3/2 ve x, =1 dir ve esitsizligin bas katsayis1 a = —2 < 0 yani isaret
tablosunda ilk olarak negatif isaret ile baslanacaktir.

x ‘ —o0 1 3/2 400

—2x% + 5x -3 ‘ - ‘ + ‘ -
Esitsizlige bakilirsa pozitif olan bélge arandigi i¢in ¢6ziim kiimesi:

C.K = (1,3/2)dir.

3.7 Rasyonel Esitsizlikler

Ornek: Asagidaki denklem sisteminin ortak ¢éziim kiimesi nedir?

2x —3
x+7 >0
x+5
x—6<0
Cozum:
2x —3 o
17 >0 icin;
2x—3=Oisex=—§
x+7=0isex =-7
x+5 o
_6<01(;1n;

x+5=0isex =-5
x—6=0isex =6
Her iki esitsizlik i¢in birlikte isaret tablosu yapalim:

X —00 -7 -5 -3/2 6 o)
2x — 3
+ — — + +
x+7
x+5
+ + — — +
xX—6
2x — 3 x+5
>0 ve ——<O0
x+7 x—6

oldugu aralik (=3/2,6) acik araligidir. Bu durumda esitsizlik sisteminin ortak ¢6ziim
kiimesi;
C.K.= (—=3/2,6)dr.

70



Uygulama
iki Degiskeni olan esitsizlikler
1) y < —3x — 3 esitsizliginin ¢6ziim aralig1 asagidaki gibidir. y = —3x — 3 dogrusunun
solunda kalan tarali bolgedeki tiim noktalar bu esitsizligi saglarlar.

A
e

Py

*

S

L

o

"

G e
*Jﬁhﬁ
F

f#

i
L
Lot
‘.‘.‘ )
7l
Che

W

W

2) y = x% + 1 esitsizliginin ¢6ziim arahigi asagidaki gibidir. y = x* + 1 paraboliiniin
tizerinde kalan tarali bélgedeki tiim noktalar bu esitsizligi saglarlar.
[ ¢

| 4

71



Uygulama Sorular

1)
—2x + 6 > 2
—-2x +6—-—6> 2—-6

—2x > —4

—2x —4

2 2
—2’ye boliindiigi icin esitsizlik isaret degistirir. Coziim asagidaki gibidir.

x < 2

2)

2(3x —=5) < 4x-6
6x-10 < 4x-6
Esitsizligin iki tarafinda x'li terim varsa bir tarafindaki yok edilir, her iki taraftan 4x
cikarilir.
6x-4x—10 < 4x—4x- 6
2x-10 < —6
Her iki tarafa 10 eklenir.
2x-10+10 < —6+10
2x <4
Her iki taraf 2 ye boliintr.
2x 4
272
x < 2
3)
2(3x —=5) < 4x-6
6x-10 < 4x-6
Esitsizligin iki tarafinda x’li terim varsa bir tarafindaki yok edilir, her iki taraftan 4x
cikarilr.
6x-4x —10 < 4x—4x- 6
2x-10 < —6
Her iki tarafa 10 eklenir.
2x-10+10 < =6+ 10
2x <4
Her iki taraf 2’ye boliintr.
2x 4
272
x < 2
4)
2x—7 x-—3 10
) r 2 "%
Once payda esitlenir. 4,2 ve 6 sayilarinin en kiiciik ortak kat1 12 oldugu icin ilk terim 3 ile,

ikinci terim 6 ile ve sagdaki terim 2 ile ¢arpilir.

@73 o6 102

4 3 2 6 6
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6x—21+6x—18<20
12 12 12
6x—21+6x—18 20

12 <1z
12x —39 20
—_— < —_—

12 12

Paydalar esitlendigine gore, her iki taraf1 12 ile ¢arpilir.
12x -39 20
© T 1w
12x — 39 < 20
12x <20+ 39
59
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde, denklem ve esitsizlik tanimlar1 verilmistir. Dogrusal, ikinci dereceden
denklem, rasyonel denklem, iistel denklem ifadeleri anlatilmistir. Ikinci kisimda
esitsizlikler tlizerinde ayrintili olarak durulmustur. Ayrica denklem ve esitsizliklerin
isletme uygulamalar gercgeklestirilmistir.
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Boliim Sorular:
1) 34 yasindaki babanin yasi, oglunun yasinin 5 katindan 6 eksik ise oglunun yasi kagtir?
a) 28
b) 27
c) 17
d) 16
e)8

2) (3x —5) — (1 — 2x) = 14 denkleminin ¢6ziimii asagidakilerden hangisidir?
a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5

3) Asagida verilen denkleminin ¢6ziim kiimesi hangisidir?

x 12
§ + 7 =5
a) {3}
b) {12}
c){3,12}
d) {4}
e)d

4) \Vx — 3 = x — 3 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) 0,1

b) {4, 3}

c) {1,4}

d) {0, 3}

e)d

5) x2 — 6x = —9 denkleminin ¢6ziimii asagidakilerden hangisidir?
a) —3

b) -2

c) 2

d) 3

e)d

6) x> + 5 = —4 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) {=3}

b) {3}

c){-3,3}

d) {9}
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e)d

7) 3x? + 5x — 2 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) {2, 1/3}

b) {—2}

c) {1/3}

d) {-2,0}

e) o

8) 2(4x + 7) = 7(x + 3) esitsizliginin ¢6ziim araligi nedir?
a) (=, =7)

b) (—o0,7)

) (0,7]

d) [7, )

e) (—oo, )

9) x? — 13x + 36 < 0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) (—co, )

b) (=0, 4)

c) [4,9]

d) (—,4) U (9, )

e)P

10) Bir iriinin arz denklemi p = 2q — 15 ve talep denklemi p = —5q + 48 ise pazar
denge noktasi asagidakilerden hangisidir. Dogru denklemlerinin esitligi (dogrularin
kesisim noktasi)?

a) (9,0)

b) (0,3)

) 3.7)

d) (9, 3)

e) (3,12)

Cevaplar

1)e, 2)d, 3)c, 4)b, 5d, 6)e, 7)a 8)d 9)c 10)d
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4. BAGINTI VE FONKSIYONLAR
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
4.1. Fonksiyon Tanimi
4.2. Fonksiyon Tirleri
4.3. Fonksiyonla Islemler
4.4. Bileske Fonksiyon
4.5. Bir Fonksiyonun Tersi
4.6. Pargali Fonksiyon
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
1) Bagintiile fonksiyon arasindaki fark nedir?
2) Arzve talep fonksiyonlari nasil belirlenir?
3) Gelir, gider ve kar fonksiyonlari nasil olusturulur?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Bagint1 ve Fonksiyon

Tanimlari bilmek, farki
anlamak

Okuyarak, fikir yiiriiterek

Fonksiyon Tiirleri

Fonksiyon tiirlerini
anlamak

Okuyarak, fikir ytlirtiterek

Fonksiyonla Islemler

Fonksiyonlarla ilgili
matematiksel islemler
yapabilmek

Okuyarak, fikir ytriterek,
uygulama yaparak

Bileske ve Ters fonksiyon

Fonksiyonlarin bileskesini
bulabilmek ve bir
fonksiyonun tersi var ise
alabilmek

Okuyarak, fikir ytriterek,
uygulama yapma, érnek
problem ¢6zmek
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Anahtar Kavramlar

Birebir Fonksiyon

Orten Fonksiyon

icine Fonksiyon

Birim ve Sabit Fonksiyon
Bileske Fonksiyon

Ters Fonksiyon
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Giris
Fonksiyon kavrami matematikte en 6nemli ve temel konulardan biridir. Fonksiyonlar,
matematikteki ¢ogu kavramin tanimlanmasinda ve kavramlar arasi gecisin
saglanmasinda birlestirici bir rol oynar. Nicelikler arasindaki iligkileri ele alan
fonksiyonel diistinme olmadan matematigi anlamanin ve degerini bilmenin miimkiin
olamayacag belirlenmistir.
Fonksiyonu daha iyi kavrayabilmek i¢cin asagidaki 6rnegi dikkatle inceleyelim.
Ornek:
Fiyat1 5 TL olan kalemden x tane aldigimizda 6deyecegimiz paraya y dersek;

f(x) =y =>5x
olarak yazilir. Burada 6deyecegimiz paranin aldigimiz kalem miktarina bagh oldugu
aciktir. Satin alinan kalem miktar1 degistikce 6denecek para da degisecektir. Iste bu
durumda “6denecek para alinan kalem miktarinin (sayisinin) bir fonksiyonudur” denilir.
Ornegin, bankada vadeli mevduat hesabina yatirilan bir miktar paranin belli bir zaman
gectikten sonraki degeri; yatirilan para miktarina, o zaman i¢inde gecerli olan faiz oranina
ve gecen zamana gore degisecektir. Dolayisiyla paranin gelecekteki degeri; bu ¢
degiskene baghdir veya paranin gelecekteki degeri; yatirilan para miktari, faiz orani ve
gecen surenin bir fonksiyonudur denir. Burada paranin gelecekteki degeri olan S bagimh
degisken; yatirim miktar1 P, faiz orani i ve gecen zaman t ise bagimsiz degiskenlerdir. Bu
fonksiyon ti¢ degiskenli bir fonksiyondur.

S=f(P,it)
Bir fonksiyonun bagimsiz degiskenleri, fonksiyonun tanim kiimesini, bagimli degiskeni
ise deger kiimesini olusturur. Bagimsiz degisken sayisi tek ise tek degiskenli, birden fazla
ise cok degiskenli fonksiyon olusur. Bu boliimde tek degiskenli [f(x)] fonksiyonlar
tizerinde durulacaktir.

4.1 Bagint1 Nedir?

A ve B herhangi bos olmayan iki kiime olsun.

Tanim Kiimesi - A = {1,2,3}

ve

Deger Kiimesi = B = {a, b, c}

olsun. Bu iki kiime kullanilarak olusturulan kartezyen ¢arpim kiimesi asagidaki gibi olur.
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AxB={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,c),(3,a),(3,b),(3,¢c)}
B={xy): (x,y)€ A X B}
A X B kumesinin tim alt kimeleri A’dan B’ye bir bagmti olusturur. f =
{(1,a),(2,b),(3,c)} gibi yazilan bir ifade A’dan B’ye bir baginti denir. Bir bagintinin
fonksiyon olabilmesi i¢in A tanim kiimesinin biitiin elemanlari tanimlanmis olmaldir. A
kiimesinin biitiin elemalar1 Deger kiimesi B’den yalniz ve yalniz bir elemanla eslesmalidir.
A x B iki kiime olsun. Bu iki kiimenin elemanlarindan kartezyen c¢arpim kiimesini
olusturalim.
s(A) = mves(B) = nise,
A’dan B’ye 2m.n tane baginti tanimlanabilir.
A X A’min herhangi bir alt kiimesine A’dan A’ya bagint1 ya da A’da baginti denir.
s(A) = m ve s(B) = n olmak iizere,
Ornek:
A = {a,b,c,d}ve B = {1,2} kiimeleri icin A’dan B’ye li¢ bagint1 yaziniz.
Cozim: A x B= {(a,1), (a, 2),(b,1), (b, 2), (c,1), (¢, 2), (d, 1), (d, 2) } kartezyen ¢arpim
kiimesinin her bir alt kiimesi A’dan B’ye bir bagintidir. Bu bagintilardan ii¢ tanesini
yazarsak,
ﬁl = {(a' 1)' (ar 2)1 (Cr 2)1 (d' 1)}
B2 =1{(c,2)}
Bs= ((d1),(c.2)}
4.2 Fonksiyon Tanimi
A ve B bos olmayan kiimeler olmak tizere, A kiimesinin her elemanini, B kiimesinin yalniz
ve yalniz bir elemanina esleyen bagintiya fonksiyon denir. A kiimesinin tiim elemanlarini
temsil eden degisken x, eslendigi degerleri kapsayan B kiimesinin elemanlarini temsil
eden degisken de y olarak tanimlanirsa, 4 kiimesinden B kiimesine tanimlanan fonksiyon
y = f(x) seklinde gosterilir.
A kiimesi f fonksiyonunun “Tanim Kimesi (T.K.)",
B kiimesi ise f fonksiyonunun “Deger Kiimesi” (D.K.),
A kiimesinin tiim elemanlarinin, f fonksiyonuna gore, B kiimesinde eslendigi elemanlarin
olusturdugu kiimeye ise “Goriintii Kiimesi (G. K.)” denir.

f
.
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Sekil 4.1: Fonksiyon Tanimi

A={a,b,c }veB ={1,2,3 }kiimeleri verilmis olsun. A’dan B’ye tanimlanmis olan f
bagintisinin fonksiyon olabilmesi i¢in,
A’daki her elemanin f altinda bir gortintiisii olmals,
A’daki her elemanin f altinda bir ve yalmz bir tek gortintiisii olmalidir.
Ornegin, f(a) = 1,f(b) = 2, f(c) = 3 olarak tanimlanan bir f bagintis1 A’dan B’ye bir
fonksiyon olusturmaktadir. Ciinkii A kiimesinin biitiin elemanlarinin f altinda bir
goruntiisi bulunmakta ve A kiimesinin her elemani B kiimesinin bir ve yalniz bir elemani
ile eslesmektedir.
Bu iki kiimenin elemanlarindan kartezyen carpim kiimesini olusturalim.

Ax B ={(a,1),(a,2),(a3),(b1)(,2),(0b,3),(,1),(,2),(,3)}
B1 = {(a,1),(b,2),(c,3)}bagintis1 A’dan B’ye bir fonksiyon olusturur.
B, = {(a,1),(b,2),(b,3)}bagintis1 A’dan B’ye bir fonksiyon olusturmaz. A kiimesindeki c
taniml degildir.
B3 ={(a,1),(a,2),(b1),(c,2)} bagintisi A'dan B’ye bir fonksiyon olusturmaz. A
kiimesindeki a elemani B kiimesinden birden fazla elemanla eslesmistir.

S
T

Tanim Kimesi Deger Kiimesi
T.K. D.K.

Sekil 4.2: Birebir Fonksiyon
Ornek:

y = f(x)

Y ESIESH=1NY S
oo N

Ornek:

y = 2 —+/3 — 2x fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

Coziim:

Kok icerisinde ancak ve ancak 0 veya pozitif reel sayilar olmalidir. Negatif sayi
olmamalidir. Bu nedenle kok igerisindeki ifade > 0 yazilarak tanim kiimesi elde edilir.
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Ornek:
fe) = -05.(x — 4)_1
Yukarida verilen fonksiyonda f(6) asagidakilerden hangisine esittir?
—4
Ornek:
Asagida grafigi verilen fonksiyonda f(0), f (1), f(4) ve f(9) kagtir?
VA (9,3)
3-
Coziim:
f@@) =0
f=1
f4) =2
) f) =3
Ornek:
A={1,23,4}
f:A->B

f(x) =y = 2x + lise[f (B)] gorinti kiimesi nedir?
Coziim:

f() =21.+1=3

f(2)=22+1

f(3) =23+1

f(4) =24+1

fB) =y =1{3,57,9}

nn
O 3w

Ornek:
f(x) =5x +2
F(=2)= 5(=2)+2=-8
F(=1) = 5(=1) +2 = -3
£(0)= 5(0)+2=2
f()=51)+2=7
F(2)=52)+2=12
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4.3 Fonksiyon Tiirleri
4.3.1 igine Fonksiyon

f+ A— B fonksiyonunda f (A) # B ise, yani B tanim kiimesinde bos elemanlar
kaliyorsa f icine fonksiyondur.

f
)

|
=

(B deger kiimesinde bos elemanlar kaliyor)
Sekil 4.3: Icine Fonksiyon
4.3.2 Orten Fonksiyon
f + A > B fonksiyonunda B deger kiimesinde eslenmeyen (bosta) eleman kalmiyorsa
f fonksiyonu orten fonksiyondur.

f
A __ 7~ N __B

|
—

Sekil 4.4: Orten fonksiyon
4.3.3 Bire-Bir Fonksiyon
f + A — B fonksiyonu icin, A tanim kiimesinin farkli elemanlarinin goriintiileri daima
farkl ise ffonksiyonuna “bire-bir fonksiyon” denir.
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Sekil 4.5: f : A — B Bire-Bir Fonksiyon
Not: Grafigi verilen bir fonksiyonun bire-bir olup olmadigini anlamak i¢in, y eksenine
paralel dogrular ¢izilir. Bu dogrular grafigi birden fazla noktada kesiyorsa fonksiyon bire-
bir degildir.
Ornek:
f(x) ={(1,5),(2,10),(3,15), (4,20), (5,25)} Birebir fonksiyon
g(x) =1{(1,5),(2,5),(3,10),(4,10), (5,15)} Birebir degil
Ornek:
Asagida verilen grafiklerin ilk ikisi fonksiyon altta kalan diger ikisi ise fonksiyon

degildirler.

A

/N VNN SIS

< » X < > X
\ j
y A y
> 4
" —
< > > X < <\\ > X
_— \\
\\

Y \

Sekil 4.6: Fonksiyon Tanimina Uygun Olup Olmama
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Asagida verilen fonksiyonlardan sol taraftakiler fonksiyon tanimina uyarlar, sag
taraftakiler ise fonksiyon degildirler.

Asagida ti¢ farkh fonksiyonun cizimi verilmistir. Her ticii de fonksiyon tanimina uyarlar.
Birincisi mutlak deger fonksiyonu, Ikincisi dogrussal fonksiyon, tigiinciisii ise kuadratik
fonksiyondur. Bu fonksiyonlar sonraki Unitelerde ayrintili olarak incelenecektir. Bu
fonksiyonlardan sadece ikincisi (dogrusal fonksiyon) birebir fonksiyondur.

& & & £

-
=

&

i
LT
i

P 3 o405

4.3.4 Birim Fonksiyon

f + A - A fonksiyonunda, f fonksiyonunu A kiimesinin her elemanini tekrar kendisine
esliyorsa f fonksiyonuna “birim fonksiyon” denir.
Birim fonksiyon “I” (identity function) ile gosterilir.

y=f(x)=x
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(Flof)@) = fHf&x) =xand (fo f (X)) = f(f1(x) =x

4 y=fx)=x

V=

4 6 8

"\ Orijin
______ -1 Noktasi

S —

S A &

Sekil 4.7: Birim Fonksiyonun Grafigi
Yukaridaki grafikte de goriildigi gibi, tanim kiimesindeki her eleman deger kiimesinde
yine kendine eglenmistir. O halde, y = x dogrusu birim fonksiyonun grafigidir.
Birim fonksiyonun tanim kiimesi deger kiimesine esittir.
f (x) birim fonksiyonise, f (x) = y = x

4.3.5 Sabit Fonksiyon

f + A - B fonksiyonu icin, A kiimesinin biitiin elemanlar, B kiimesinin sadece bir elemani
ile esleniyorsa, f fonksiyonu “sabit fonksiyon” dur.

/
Y

|
-

Sekil 4.8: Sabit Fonksiyon
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4.4 Fonksiyonlarla Dért islem
e (f+ )= f)+ g
s -9 =fX-gx
e (f.9)x) =fx).g9x)

« Lw=8; (4w=0

e kE€Rolmakizere; (k.f)(x) = k.f (x)

fx)=2—-x ;0 g () = 3+ 3x
f+g9) (x)=2—-—x+3+3x
(f+9) (x) =2x+5
Coziim:
f+9x = fx)+gx)
(f+9)x = 3x+1+x%+2
(f+9)x = x> +3x+3
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Ornek:

f(x) = 2x—1
gx) = 3x+2
f.9(2) + 2f +3)(=2) =?
Coziim:
= f(2).9(2) + 2f(=2) +3
= 3.8+ (-10)+3
=24-7
= 17
f(2) =22-1
=3
g(2) =32+2
= 8
2f(-2)= (2.-2—-1).2
= —10

4.4.1 Bir Fonksiyonun Tersi
f fonksiyonu A’dan B’ye bire-bir érten bir fonksiyon ise; (f 1) fonksiyonuna f’nin ters
fonksiyonu denir.

f—]
Sekil 4.9: Ters Fonksiyonun Gosterimi
Bir fonksiyonun tersinin bulunusu:
Bir fonksiyonun tersi bulunurken, x yerine y, y yerine x yazilir. Olusan denklemden
y cekilir. Bulunan y fonksiyonun tersidir. ( f(x) = y)
Ornek:
f + R = R yeolmak lizere;

_ 2x+3
f) = —
fonksiyonunun tersi nedir?
Coziim:
f (x) yerine y yazilir.

91



2x+ 3 2x+ 3

f@="—F= - y=—
Bulunan esitlikte x yerine y, y yerine x yazilir, y yalniz birakilir.
_2y+3
T 7%
6x = 2y+3
6x —3 = 2y
6x — 3 6x — 3
y=— - [T = —

Birbirinin tersi olan fonksiyonlar y = x dogrusuna gore simetriktirler. Asagida birim
fonksiyon dogrusuna gore simetrik olarak verilmis birbirinin tersi fonksiyonlarin grafigi
gorilmektedir.

(10, 2)

Sekil 4.10: Ters Fonksiyonun Gosterimi
4.4.2 Bileske Fonksiyon
g:A—->B ve f:B- ( fonksiyonlar1 ile verilen h:A — C fonksiyonuna f ile
g fonksiyonuna f ile g fonksiyonunun bileskesi denir, h = fog seklinde yazilir ve “f
bileske g ” seklinde okunur.
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X g(x)=y » f(v)=z

flg(x)]= fog (x)

Sekil 4.11: Bileske fonksiyon gosterimi

Bileske Fonksiyonun Ozellikleri:

e (fog)oh = fo(goh)
(fof H () = (flof) (x) = 1(x) = x
(fog)™'(x) = (g™ of)(x)
(foD(x) = (Iof)(x) = f(x)
(fog)x = h(x)ise f(x) = (hog™) (x) veyag(x) = (f~'oh) (x)
o (fog) (1) = (gof) (®) = xisef(x) = g~ (x) veyafT'(x) = g (x) tir.
Ornek:
f ve g; R'den R’ye tamiml iki fonksiyon olsun. f(x) = 2x+1 veg (x) =3x —2
olduguna gore (fog)(x) + (gof) (x) toplami nedir?
Coziim:

(fog) (x) = f (g(x))
=2.9g(x) +1
=2(3x-2) +1
(fog) (x) = 6x =3
gof (x) = g (f(x))
=3(f(x) -2
= 3Q2x+1) -2
gof (x)= 6x+1
(fog) (x) + (gof) (x) = (6x—3) + (6x+1)
) (fo) (x) + (gof) (x) = 12x — 2
Ornek:
fx)=x%2-1
glx)=x*—6x+1
h(x) =7x+5
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olarak verilmistir.
(fogoh)(1) =?
Coziim:

(fogoh)(x) = f{g[h(x)]}

1 degeri 6nce h fonksiyonunda x yerine konur, buradan elde edilen deger sonra g
fonksiyonunda x yerine konur ve buradanda elde edilen deger de f fonksiyonunda x
yerine konarak sonuc elde edilir.

h(x) =7x+5
h(1) =7.1+5 =12
gx)=x?>—6x+1
g(x) =122 — 6.12+1 =73
fx)=x*-1
f(x) =732 — 1= 75328
(fogoh)(1) = 5328
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Uygulama
Parcali Fonksiyon

Asagida bir parcali fonksiyon verilmistir. Par¢ali fonksiyonda kirilma noktasi 6nemlidir.
Kirilma noktasinin bir tarafinda farkli fonksiyon, diger tarafinda farkli fonksiyon bulunur.
y ekseni (x = 0) kirilma noktasidir. y ekseninin sol tarafinda x < 0 iken, sabit y =5

dogrusu, sag tarafinda ise x > 0 iken, y = —x + 5 dogrusu bulunmaktadir. O halde bu
parcali fonksiyon asagidaki gibi yazilir.

_ 5, x <0
f(x)_{—x-l—S, x=>0

A

x5
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Uygulama Sorular
1) f (x) = 4x + 1ve fog(x) = 2x + 3 ise g(x) kactur?
Cozum:
(fog) (x) = 2x+3 4g(x)+1 = 2x +3
2x+2 _ x+l

4g(x) = 2x+2 - gx) = 2

2) f(x) = 5x — 3 olduguna gore f(5) =?
Coziim:

f(x)=5x-3

f(5) =5.5 -3 = 22'dir.

3) f(x) = In5 olduguna gore f(2) =?
Coziim:

f(x) = In5 fonksiyonu sabit fonksiyondur. Her zaman ayni degeri alir. f(2) = In 5tir.

4) f(x) = 3x — 1 fonksiyonu i¢in asagidakilerden hangisi sdylenemez?

a) Birebir fonksiyondur. Dogru
b) Dogrusal fonksiyondur Dogru
¢) x = —1ligin f(—1) = —4 degerini alir. Dogru
d) Birim fonksiyondur. Yanlis
“1(x) = X2 Dog
Q) =5 ogru

5) f(x) = x? + 1 fonksiyonu i¢in agagidakilerden hangisi dogrudur.

a) Birebir fonksiyondur. Yanlis
b) ikinci dereceden fonksiyondur. Dogru
c) x = —1ligin f(—1) = 0 degerini alir. Yanlis
d) Birim fonksiyondur. Yanlis
e) f(x)’in tersi de bir fonksiyondur Yanlis
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu béliimde, bagint1 ve fonksiyon tanimlarinin ardindan fonksiyon tiirleri iizerinde
durulmustur. Sabit fonksiyon, birebir fonksiyon, i¢cine ve orten fonksiyon tanimlar:
verilmistir. Son kisimda ise bileske fonksiyon ve ters fonksiyon anlatilmistir.
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Boliim Sorulan

1) f(x) = V8 — 2x fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) [4, )
b) (—oo, 4]
c) (—oo0, —4)
d) (4, )
e) (=, o)

2) f(x) = Vx ve g(x) = x? + 4 olduguna gére gof (x) =?
a)x + 2
b)x —2
IV Ta
d)x+4
e)Vx +4

3)y= 5;%32 fonksiyonu hangi apsis degeri i¢cin taniml degildir?
a)0 b)3 ¢)-3 d)(-3,3) ¢€e)R

4) f(x) = x/(x? + 2) fonksiyonu icin f(0) + f(1) =?
a)-1/3 b)1 3 40 e 1/3

5) f(x) = {—Zx ;—/g: i ; 8 fonksiyonu i¢in f(—1) + f(0) =?

)7 b5 3 d1 e -7

6) Asagidakilerden hangisi bir fonksiyon degildir?
a) b) A C) A

. . ////// , ) \\\\;

d) v e)
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7) Asagida verilen f(x)fonksiyonu icin f(—2) + 3f(4) =?

J(x)
A

)0 b1 5 d)2 e

8) Asagida verilen pargali fonksiyonun kurali hangisidir?

fx)

A
7
v

A\ 4

3, x<0

a)f(x)={_x’ x=0

0 ={ 3 550

—x, x <0

C)f(x)={ 3, x>0

D ={, 13530

e)f(x)=—x+3

9) f(x) = V2x — 8 fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
2) (4, ) b)(—o0, 4] )[4,0) d)(—0,—4) e)(—c0, o)

10) Asagidaki seceneklerden hangisi birebir fonksiyondur?
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v

U

A
v
A
v

Cevaplar

1)b, 2)d, 3)b, 4)e, 5)a, 6)d, 7)c 8)b, 9)c 10)b.
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5. DOGRULAR, DOGRUSAL FONKSiYONLAR
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
5.1. Dogrusal Fonksiyon
5.2. Dogrunun Egimi
5.3. Dogru Denklemi
5.4. Dogrularin Kesisimi
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Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular

1) Dogrusal Fonksiyon nedir?

2) Dogrularin grafikleri nasil ¢izilir?

3) Dogrularin kesisimi nasil bulunur?

4) Arz ve talep fonksiyonlari nedir?

5) Gelir gider ve kar fonksiyonlari nelerdir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Dogrusal fonksiyon

Dogrusal Fonksiyon

taniminl anlamak

Okuyarak, fikir yiirtiterek

Dogrunun Egimi

Egimin nasil bulunacagini
belirlemek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
ornek sorular ¢ézerek

Dogru Denklemi

Dogru denklemini
yazabilmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
uygulama ¢ozerek

Arz Talep Fonksiyonlar ve
Basabas Analizi

Dogrusal fonksiyonlarin
ekonomi hayatinda
kullanimini anlamak

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
uygulama yaparak,
arastirma yaparak
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Anahtar Kavramlar

Dogrusal Fonksiyon
Dogrunun Egimi
Dogru Cizimi

Dogru Denklemi

Arz ve Talep Dogulari
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Giris

ay, aq,as, ..., a, € Rveay # 0olmak lizere;
fxX) =ay+ax+ a?x®*+ ..+ ap_x™ 1+ a,x"
bicimindeki fonksiyonlara “n. dereceden polinom fonksiyon” denir.

Polinom fonksiyonunun tanim kiimesi R’dir (—o0, ). x yerine konamayacak herhangi bir
reel say1 yoktur. Bir polinom fonksiyonda a, disinda kalan diger tim a katsayilar1 0
oldugunda, bu fonksiyona sifirinci dereceden polinom fonksiyon ya da sabit fonksiyon
denir. Eger a, ve a; disinda kalan diger tiim katsayilar 0 ise, birinci dereceden polinom
fonksiyon (dogrusal fonksiyon), a,,a; ve a, disinda kalan diger tiim katsayilar 0 ise
ikinci dereceden polinom fonksiyon (kuadratik fonksiyon) adini alir.

Yukarida agiklandigi gibi, a # 0 ve a,b € R olmak iizere f(x) =y = ax + b seklinde
gosterilen fonksiyonlara birinci dereceden polinom fonksiyonlar veya dogrusal
fonksiyonlar adi verilir. Her dogrusal fonksiyonun tanim kiimesi ve gortntii kiimesi R’dir.
Genel olarak isletme ve ekonomi problemlerinde talep (istem), arz (sunum), maliyet, gelir
ve kar fonksiyonlar1 modellenirken dogrusal fonksiyon olarak gosterilebilir.

f(x) = x yani (y =x) fonksiyonu bir dogrusal fonksiyondur: (a = 1veb = 0).
Dogrusal fonksiyonlar grafik diizlemde (x < y kartezyen koordinat sistemi diizleminde)
bir dogru olusturur. Dogrusal fonksiyonun x-eksenini kestigi noktayr bulmak icin
fonksiyon 0’a esitlenir (y = ax + b = 0). Bu fonksiyonun 6zel bir halidir. Bu durumda

dogrusal bir denklem olusur. Bu denklemin ¢6ziimt de;

b
X=—=
a

olur. Dogrusal fonksiyona 6rnek olarak q tiretim (satis) miktarini, p’de birim satis fiyatini
gostermek iizere bir lriiniln talep fonksiyonu, p = f(q) = aq + b bigciminde, yani fiyatin
miktara bagh bir fonksiyonu olarak yazilabilmektedir.

f(x) =y = ax + b fonksiyonunda, a,b € R olmak lizere, x bagimsiz degisken, y’de x
degiskenine bagh bagimli degisken olarak adlandirilir. f(x) yani y, x'in degisimine bagh
olarak degisir. Dogrusal fonksiyonlarda, bagimli ve bagimsiz degisken birinci
derecedendir. (yani tsleri birdir.)

Dogrusal fonksiyonun bir diger gésterimi; ax + by + ¢ = 0 biciminde yapilabilir.
f(x) =y = ax + b bigiminde yazilan fonksiyonda, a katsayis1 dogrunun egimini, b sayisi
ise dogrunun y-eksenini kestigi noktay1 verir. Grafik diizlemde bir dogruyu c¢izebilmek
icin;

e Dogrunun gectigi iki nokta bilinmeli veya

e Dogrunun egimi ve gectigi bir nokta bilinmelidir.

106



5.1 Sabit Fonksiyon

Egimi O (a = 0) olan yani y = ax + b fonksiyonunda sadece sabit terim oldugunda bu tiir
fonksiyonlar (y = b) sabit fonksiyondur. b herhangi bir reel say1 olmak tizere, f(x) = b
denklemi ile verilen, yani, her x reel sayisina ayni b reel sayisini karsilik getiren
fonksiyona, sabit fonksiyon denir. Sabit fonksiyonun grafigi bir yatay dogrudur: Ornegin
y = f(x) = 2 fonksiyonu sabit fonksiyona bir drnektir.

()

Sw)y=y=2

4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Sekil 5.1: Sabit fonksiyon grafigi

5.2 Diizlemde Dogrular
Yukarida, her dogrusal fonksiyonun grafiginin bir dogru olusturdugunu gérdiik. Asagida

gorecegiz ki, her yatay dogru bir sabit fonksiyonun ve her egik dogru da bir dogrusal
fonksiyonun grafigidir. Bu arada, dikey dogrular da vardir. Ancak bunlar fonksiyon
tanimina uymadiklar icin sadece denklemi ve grafigi anlatilacaktir. Dikey dogru deyimi

yerine diisey dogru deyimi de kullanilir.

4 o3 1)y
\
2
> >
y=1
X
-t O 3 > ) f
0
Egim: oo g
\/ ! Egim: 0
\j

Sekil 5.2: Dogrularda sifir ve sonsuz egim kavrami

Asagida sabit fonksiyon grafiklerine 6rnek verilmektedir.

Ornek:
y = f(x) = 4 sabit fonksiyonu;
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6_.
y=fx)=4
‘ ] ] 4 ] | >
| | | |
: : N : :
| | | |
: : : : X
- ! ! : 0 } — >
-8 6 -4 -2 2 4 6 8
o\
24 AN
\\
4T \\ Orijin
Noktas1
.6.-
\j

5.2.1 Bir Dogrunun Egiminin Bulunmasi
Egimin bulunabilmesi i¢cin ya fonksiyon bilinmeli veya fonksiyonun gectigi herhangi iki
nokta bilinmelidir. Asagidaki sekilde gorildiigi gibi, A ve B gibi iki noktadan gegen
dogrunun egimi;

y'deki degisim: Ay =y, — y;

x’deki degisim: Ax = x, — x;

. Ay _y2—n
Egim=a=m=—=

Ax  xy —xq
_IBCH Ay y,-3
CIACH  Ax xy,—xg

a=m
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- —— - - ——— - s

Y2-n

X2 -X1 |

1 X2

Sekil 5.3: Dogrunun egimi

y f(x)

Ay=y,-¥1

\ Ea

5.2.2 Pozitif ve Negatif Egimli Dogrular

Dikkat edilirse egim pozitif iken dogrular saga yatik, negatif iken sola yatik olurlar.
Bagimli y ve bagimsiz x degiskenler ayni yonde degisim gosterdiginde pozitif egimli, zit
yonde degisim gosterdiginde negatif egimli dogrular olusur.
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y f(x)

A

Fa S .
§ Ay =y —¥1
i
§ X
: : >
6 7 8 9

24+

34

T :ﬂ_y:yz_Jﬁ

5T Ax  x, — x4

-6 +

\J

Ay =y2-¥1

X
>

M=Ax" 9 2

3 4 5 6 7 8 9

5 9
=732
Ax=6-(-3)=9

Ay 9/2 1
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f(x)

1 v\ ="
h JW)
. foy=x
. flv) = (1/2)x
X
3 2 -1 0,0)

D

/

Sekil 5.4: Farkli egimlere sahip dogrular

Saga yaulk
B
x
9 -‘8 7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o
A )
Sola yatik y
e 1. A
Negatif egimli )
of
st
44
h
2
11 x
0 .
987 6 54321 | 123 5 6 7 8 9
L1
sl
4t
5+ :
T b
74 L
A )
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Ty -4 Sifir Egim
i 4 » l ﬂ-‘
2 4
X
- ' = : : >
8 -6 4 2 4 6 8
6+ L
\/
A y ' m
x=3 Sonsuz Egim
A
4
I ; N NN T
X mr
- O 3 > $ —d i 1 & o
Egim: o
\/ L 2%
A 1
Sekil 5.5: Dogrularin egimleri
Sola yatik Saga yatik
Negatif egimli | Pozitif egimli
6.-
s+
44
x
- . + Lo
8 -7 6 7 8 9

112



Sekil 5.6: Pozitif ve Negatif egimli dogrular
5.2.3 Birim Fonksiyon Grafigi

2 Y y=fx)=x

———-——-—-=i}

S

Ornek:
A(—3,0) ve B(0,2) noktasindan gecen dogrunun egimini bulunuz ve grafik diizlemde bu
dogruyu gosteriniz.
Coziim:
AB noktalar arasinda yatay degisim 3 birim iken, dikey degisim, 2 birim olmustur. Bir
baska deyisle x degiskeni 3 birim artarken (-3’ten 0’a) y degiskeni 2 birim artmistir (0’dan
2'ye). Iki degisken aynm yénde degisim gosterdiginden dogrunun egimi pozitif olacak ve y
eksenine gore diisiintildiiglinde saga yatik bir dogru olacaktir. Egimi ise

IBCI Ay y,=y1_ 2-0 2

CEMEVACH Ax x,—x, 0-(=3) 3

Ve grafigi ise;
f(x)

i+ v deki degisim
2 birim

- 3 2 -1 1
x deki degisim

3 birim

Egim=m= 2/3
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Sekil 5.7: Dogru egimi, degisimler
seklinde olacaktir. Verilen fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.

()
B (0.2)
fix)=(2/3)x +2
A (-3.0) X

Sekil 5.8: y = (2/3)x + 2 Fonksiyonunun Grafigi

Ornek:

f(x) = (2/3)x + 2 dogrusunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:

Dogrusal fonksiyonun grafigini cizmek icin genel olarak yapilan, fonksiyonun x ve y
eksenlerini hangi nokta ya da noktalarda kestigini bulmakla miimkiindiir.

Fonksiyonun y-eksenini kestigi nokta icin x yerine 0 konur,

f(0)=(2/3).0+2=2

Demek ki fonksiyon; (0,2) noktasinda y eksenini kesmektedir.

Fonksiyonun x-eksenini kestigi nokta icin fonksiyon 0’a esitlenir.

Demek ki fonksiyon; (0,2) noktasinda y eksenini kesmektedir.

f)=y=(2/3)x+2=0

(2/3)x = —2
2
x=-5=-3
3

Bu ¢o6zim de fonksiyonun yani dogrunun (-3,0) noktasinda x eksenini kestigini
gostermekte ve grafigi de asagidaki gibidir.
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Ornek:

f(x)

fix)=(2/3)x + 2

v

B(0.2)

A (-3.0)

S

Sekil 5.9:y = (2/3)x + 2 grafigi

y = (5/3)x + 5 dogrusunun grafigini ¢iziniz.

Cozium:

x’in katsayis1 5/3 olduguna gore dogrunun egimi pozitif ve 5/3’tiir. Saga yatik bir dogru
olmalidir. Sabit terim 5 olduguna gore y eksenini 5’te kesecektir. Eimin 5/3 olabilmesi
icin de x eksenini —3’te kesecegi anlasilir. Bunu bulmak i¢in;

(5/3)x+5=0
islemi yapilarak dogrunun x eksenini x = —3 elde edilmis olur.
y
i 5
7 flx) = §x +5

Ornek:

x

N s b N A
T T T T T T

—
1 2 3 4 5 6 7 8 9

y = (—1/2)x + 3 dogrusunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:
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x'in katsayis1 —1/2 olduguna gore dogrunun egimi negatif ve —1/2’dir. Sola yatik bir
dogru olmalidir. Sabit terim 3 olduguna gore y eksenini 3’te kesecektir. Egimin —1/2
olabilmesi i¢in de x eksenini 6’te kesecegi anlasilir. Bunu bulmak i¢in;

(-1/2)x+3 =0
islemi yapilarak dogrunun x eksenini x = 6 elde edilmis olur.
N y
f@=-5+3 ]
of
5

- —_— —_—
9 8 7 6 5 -4 3 2 -1 12345N

y®

5.3 Dogru Denkleminin Olusturulmasi
Bir dogrunun egimi ve gectigi herhangi bir nokta biliniyor ise bu dogrunun denklemi
(fonksiyon) asagidaki gibi 6nce egim bulunarak kullanilarak kolaylikla yazilabilir.
Ay ya—=n
m=—=
Ax XZ - x1
Y=y =m.(x—x)
iki noktas bilindiginde egimi bulmadan dogrudan fonksiyon asagidaki gibi belirlenebilir.
Y=h _X—x
Y2—=YV1 X2—X1
Ornek: (-1,-1) ve (1,3) noktalarindan gegen dogru denklemini yazimiz ve grafigini ciziniz.

Cozum:

y- (D _x-(D

3—(-1) 1-(-1
y+1 x+1)
4 2
y+1
T=x+1 -y+1=2x+2

y=f(x)=2x+1

olur, grafigi de asagidaki gibidir.
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[f)

—

f(x) = 2x+1 -t

Sekil 5.10: y = 2x + 1 grafigi

Ornek:
3x + 2y — 6 = 0 dogrusunun grafigini ¢iziniz.
Coziim: Dogrunun grafigini kolaylikla cizebilmek icin eksenleri kestigi noktalar1 bulmak
yeterli olacaktir.

x =0i¢in; 3.0+2y—-6=0, y=3

y=0icin; 3x+20—-6=0, x=2
cikar. Dolayisiyla fonksiyon (2,0) ve (0,3) noktalarindan gecer. Grafigi de asagidaki gibi
olur.

X £(x)
AN

1
4-

3x+2y-6

\ dogrus

I
<

=

(0,0 ; 3

Sekil 5.11: 3x + 2y — 6 = 0 dogrusu grafigi

5.4 Dogrularin Kesisimi
Iki dogrunun kesisim noktasi, verilen denklem takimindaki her iki fonksiyonun da bir
noktasi oldugundan, bu noktay1 bulabilmek icin verilen denklemler birbirine esitlenir.
Ornegin; f(x) = —2x + 3 ve g(x) = x — 3 dogrularinin Kesisim noktasini bulalim;
—2x+3=x-3

117



—2x—x=-3-3
—3x=-6
x =2
bulunur. y degerini bulabilmek i¢in bulunan x degeri verilen fonksiyonlardan birinde

yerine konur.
f(x)=-22+3=-1

y=-1
bulunur. Bu degerler sonrasi kesisim noktasi (2,-1) olarak asagidaki gibi olur.
[ f(x)
LN
. fy=x-3
X;

? L (0,0 * '

1 (2,-1) Wac Nalf-

1 s IesIsIm INOKTtasl

fx)y=-2x+ 3\

Sekil 5.12: Dogrularda Kesisiminin Gosterimi
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Dogru denklemi ve grafigi

2x +y — 3 = 0 dogrusunun grafigini ¢iziniz.

Uygulama

Coziim:
2x+y—3=0 dorusu y =—2x+ 3 dorusu ile aynidir. ax + by + c =0 biciminde
gosterilmistir.
Dogrunun grafigini kolaylikla ¢izebilmek i¢in eksenleri kestigi noktalar1 bulmak yeterli
olacaktir.
y=-2x+3
x = 0Oi¢gin; y = —2.0 + 3=3
y =3
y = 0igin; —2x+3 =0, x = (3/2)

cikar. Dolayisiyla fonksiyonun grafigi de asagidaki gibi olur.

\

[ £(x)

[§9]

L

f(x) = -2x

+3

'
(§S)

-1

(0,0)

[
[§9]

Sekil 5.13: y = —2x + 3 Dogrusu Grafigi

Dikkat edilirse egimi negatif olup dogru sola yatik bir dogrudur.
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Uygulama Sorular
iktisatta Arz ve Talep fonksiyonlar1 dogrusal olarak verildiginde, dogrusal fonksiyonlarin
biitiin 6zelliklerinden yararlanilir.
1) p fiyati, ¢ miktar1 géstermek tlizere bir tirliniin arz ve talep denklemleri 2p - g = 60
3q + 4p = 240 olduguna gore pazar denge noktasini bulunuz. Denge noktasi satis fiyati
ve satis miktari nedir?
Pazar denge noktasini bulmak i¢in tirtiniin arz ve talep fonksiyonu kesistirilir.
p=4q/2+30
p = —3q/4 + 180
q/2 +30 =-3q/4 + 180

5q
7—150
q = 120 Adet
q 120
p=z+30=7+30=60+30=90TL

2) (—2,5) ve (1, 2) noktalarindan gegen dogrunun egimini ve denklemini bulunuz.
Y2—=Y1 _ 2— (5)

m=x2_x1—1_(_2)
f— _3 f—
m = ? =-1
y = mx + n bigiminde dogru denklemini yazilirsa; m = —1 oldugundan;
y = —x + nolur. n degerini bulmak icin herhangi bir nokta fonksiyonda yerine konur.

2=-1+n — n =3 gikar, dolayisiyla dogru denklemi y = —x + 3 olur.
3) Asagidaki grafikte A, B noktalarindan gecen dogrunun egimini inceleyiniz.

&
]

1 1 4

g

A(—2,4) ve B(1,—5) noktalarindan gecen dogru denklemini olusturulmalidir.
Dogru sola yatik bir dogru oldugu icin negatif egime sahiptir.
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Ayrica noktalar dikkatle incelenirse, x degiskeni —2’den 1’e 3 birim artarken; y degiskeni,

4'ten —5’e 9 birim azalmistir. Bir degisken artarken digeri azaliyor ise, dogru negatif
egime sahip olur.

m=—§=—3

olarak bulunur.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu béliimde dogrusal fonksiyonlar, dogrunun egimi, pozitif egimli saga yatik dogrular,
negatif egimli sola yatik dogrular, dogru denklemi olusturma ve dogrularin kesisimi
anlatilmistir. Par¢ali Dogrusal fonksiyonlarla ilgili uygulama yapilmistir.
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Boliim Sorular:
1) 4x + 3y = 12 dogrusunun egimi kagtir?
a)—1/3 b)1/3 ¢)4/3 d)—-3/4 e)—4/3

2) (3, 5) ve (5, 9) noktalarindan gegen dogrunun egimi kactir?
a)2 b)l ¢)J—-1 d)—-2 e)-3

3) Egimi —2 olan ve (0, 3) noktasindan gecen dogrunun denklemi asagidakilerden
hangisidir?
a)y=2x+3 b)y=3x+2 cJy=-2x+3 d)y=2x e)y=-2x-3

4) Grafikte gosterilen dogrunun denklemi asagidakilerden hangisidir?

N A y

Vk

A

Vv

v

a)x=-=-3y b)x=3 ¢Jy=3x dx=-3 e)x=-1/3

5) Asagidaki dogrulardan hangisi y-eksenine paraleldir?
a)x =3 b)y=-3 c¢y=-3x d)y=2x e)y=3+x

6) y = 3x — 5dogrusuile y = —2x + 10 dogrularinin kesisim noktasi1 hangisidir?
Q) (3,0) b)(43) B4 404 € (53)
7) 3x — 5y = 15 dogrusunun grafigi asagidakilerden hangisidir?
a) b) * )
5
3 / 5

3 P—S -3
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3
-3

v v

8)3x-y + 4 = 0Oveax + 2y - 3 = 0 dogrularinin birbirine paralel olmasi i¢in a ne
olmalidir? Not: Birbirine paralel olan dogrular ayni egime sahiptir.
aJ—1 b)-2 ¢—-3 d)-6 e)—-2/3

9) Bir triiniin gelir fonksiyonu R = 5q ve maliyet fonksiyonu TC(q) = 3q + 1000 ise
basabas noktasinda liretim (satis) diizeyi nedir? Not: (R = T(C) uygulanmalidir.

a)100 b)250 ¢)500 d) 1000 ) 2000

10) Asagidakilerden hangisi birim fonksiyonun grafigidir?

a) 4 k/| c)
5

A b) A
i e iV
/ 3 -5 3

v v
d) A e) A
E 3|
! >
v v

Cevaplar

1)e, 2)a, 3)c,4)d, 5)a, 6)c, 7)e, 8)d, 9)c, 10)a
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6. PARABOLLER, iKiNCi DERECEDEN FONKSIYONLAR
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
6.1. ikinci Dereceden (Kuadratik Fonksiyonlar)
6.2. Tepe Noktasinin Elde Edilisi
6.3. Parabol Grafikleri
6.4. ikinci Derceden Fonksiyon Problemleri
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Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
1) Ikinci dereceden polinom fonksiyon nedir?
2) Parabol grafigi nasil ¢izilir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Ikinci Dereceden | ikinci dereceden fonksiyon | Okuyarak, fikir yiiriiterek,

Fonksiyon nedir? aragtirarak

Paraboller Parabolii tanimak Okuyarak, fikir ylriiterek,
tekrar ederek

Grafik Cizimi Parabol grafiklerinin ¢izimi Okuyarak, fikir yiriterek,

ornek uygulama yaparak
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Anahtar Kavramlar

e Ikinci Dereceden Fonksiyon
e Parabol
e Parabolik Egri Cizimi
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Giris

a# 0 ve ab,c € R olmak iizere, f: R - R tanimlanan f(x) = ax?+ bx + ¢
bicimindeki fonksiyonlara ikinci dereceden tek degiskenli fonksiyonlar denir.

Ornegin, f(x) =3x2—5x+ 15 fonksiyonu ikinci dereceden tek degiskenli bir
fonksiyondur.

ikinci dereceden fonksiyonun analitik diizlemdeki gériintiisiine parabol denir. Parabol,
diizgiin tel parcasinin uglarindan tutularak biikiilmesiyle olusan, asagidaki gibi kollari
yukariya dogru ya da asagiya dogru olan bir egridir. Verilen fonksiyonda a > 0 oldugunda
paraboliin kollar1 yukari dogru, a < 0 oldugu durumda kollar1 asagi dogru olur.

a=0

[If.: 0
E'xx ;{. / \
I"xh f- / \
/ \
\__/ / \

Sekil 6.1: Parabol Kollarinin Durumu
Bir parabol her zaman y eksenini bir noktada keser; ancak x eksenini bir noktada, iki
noktada kesebilir veya x eksenini hi¢ kesmeyebilir.
Yukaridaki sekillerden de anlasilacag gibi her paraboliin bir tepe noktasi vardir. Kollari
yukar1 dogru olan paraboller bir minimum noktasina, kollar1 asag1 dogru olan paraboller
bir maksimum noktasina sahiptirler. Bu tepe noktasinin bulundugu eksene gore
paraboller her zaman simetriktirler.
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6.1 Paraboliin Tepe Noktasi

f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunun tepe noktasi;
b
Apsisi x = — 2a ile bulunur, ordinati ise (y degeri) bulunan apsis degeri fonksiyonda x

degiskeni yerine konularak elde edilir.

tepe Noktas = [~ ()
epe Noktas1 = Za’f a

y
f(x)

-b/2a

f(-b/2a)

Sekil 6.2: Parabolde Tepe Noktasi

6.2 Paraboliin Eksenleri Kestigi Noktalar
Onceki derslerden de hatirliyoruz ki bir fonksiyonun y eksenini kestigi noktayr bulmak

icin, bu hilde x = 0 olacagindan, fonksiyonda x yerine 0 degeri konularak elde edilir.
Benzer sekilde fonksiyonun x eksenini kestigi nokta ya da noktalar1 bulmak i¢in fonksiyon
0 degerine esitlenir [f(x) = y = 0]. Asagida grafikte gorildiigi gibi parabol; y eksenini
C noktasinda, x eksenini ise 4 ve B noktalarinda kesmektedir.
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1)

f{x) = ax’+bx+c

A(n,k 0(0,0) /3(3(; 0) x

TN = [-b/2a;f(-b/2a)]

Sekil 6.3: Paraboliin Eksenleri Kestigi Noktalarin Gosterimi

Paraboliin y eksenini kestigi nokta i¢in;

f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda 0 degeri yerine konursa f(0) = a.0> + b.0+c =c¢
olur ve parabol her zaman y eksenini (0, ¢) noktasinda keser. Buradan da anlasiliyor ki ¢
degeri 0 olan ikinci dereceden bir fonksiyonun grafik diizlemdeki egrisi mutlak orijin
noktasindan gececektir. Pozitif oldugunda x ekseninin yukarisinda bir noktada, negatif
oldugunda x ekseninin asagisinda bir yerde y eksenini kesecektir.

Paraboliin x eksenini kestigi nokta icin;
ax? + bx + ¢ = 0 denklemi olusur. Ikinci béliimden hatirliyoruz ki ikinci dereceden tek
degiskenli bir denklemin ¢6ziimii olmayabilir (kok yok), tek ¢éziimii olabilir (iki esit kok,
kath kok) veya iki farkh c¢oéziimii olabilir (iki kék). ax? + bx + ¢ = 0 denkleminin
¢ozlimiine bakilacak olursa;
e A= b? — 4ac > 0 ise, parabol O_x eksenini farkl iki noktada keser.
e A= b? — 4ac < 0 ise parabol O_x eksenini kesmez.
e A= b? — 4ac = 0 ise, parabol O_x eksenine tegettir.
Genel olarak ¢oziimleri bulmak igin;
—b+VA —b++b? —4ac
2a 2a

X12 =

formulu kullanilir.
Ornek:
f(x) = x? — 2x — 3 fonksiyonunun grafigini cizmek istersek;
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f(x)

S =

-2x-3 /

Sekil 6.4: Paraboliin Grafigi

6.3 Parabol kollarinin A¢ikhigi
f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda a degerinin 0 olmas1 durumunda fonksiyon ikinci
derece olmaktan ¢ikip dogrusal fonksiyon durumuna gelir. Dolayisiyla fonksiyonun ikinci
dereceden fonksiyon olabilmesi i¢in a degeri 0 olmamalidir. Fonksiyondaki bu a
degerinin pozitif veya negatif olmasi paraboliin kollarinin yukar1 ya da asagi dogru

gittigine, a degerinin buytkliigiine gore kollarinin a¢ilip kapandigina isaret eder.

-1,0)  {(0,0) B(3,0) x
C(0,-3)
TN = (1,4)

a degeri pozitif olarak ne kadar kiiciikse, kollar o kadar agilacak, ne kadar biiyiik olursa y
eksenine dogru kapanacaktir. a degerinin biliyiikk olmasi fonksiyonu daha hizh
degistirecektir. Asagidaki sekilde a'nin aldig1 ¢esitli degerlere gore parabol kollarinin ne
sekilde degisim gosterdigi anlatilmaktadir. |a| buytdiik¢e kollar daralir. Buna gore,
asagidaki parabollere goére, f deki x?'nin katsayilan icten disa dogru 3, 1 ve 0.5

degerlerinden olusmakta, diger grafikte ise -3, -1 ve -0.5 degerlerinden olusmaktadir.

f(x) = x? fonksiyonu icin fonksiyonun degisimi incelenirse;

x —00 -3 -2 -1 0 1 2 3 0
(%) © 9 4 1 0 1 4 9 o
f(x) = 3x? fonksiyonu i¢in fonksiyonun degisimi incelenirse;
x —00 -3 -2 -1 0 1 2 3 00
() ©w 27 12 3 0 3 12 27 o
flx) = %.xz fonksiyonu icin fonksiyonun degisimi incelenirse;
X —00 -3 -2 -1 0 1 2 3 o0
f(x) © 9/2 2 1/2 0 1/2 2 9/2 o
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a degerlerinin negatif olmasi durumunda da benzer durumlar goriilecektir. Tek fark

parabol kollar1 asag1 dogru gidecektir.

)

Jx) = 32
\ f Jx) =2
\ / S(x) = (1/2)x?
Xm
(0,0)

=X )= 3x"

Sekil 6.5: Parabollerde Kol Agikligi

Ornek:

y = x? ve y = x2/2 fonksiyonlarinin grafigi asagidaki olup parabol kollarinin aciklig:
goslenebilir. y = —3x? donksiyonunnun kollarinin agagi dogru oldugu ve parabol

kollarinin y eksenine daha yakin oldugu gortiliir.
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f(x) = ax? + bx + ¢ fonksiyonunun grafigi cizilirken
1) a’nin isaretine bakilarak paraboliin kollarinin yonti belirlenir.
2) Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar bulunur.
3) Fonksiyonun tepe noktasi bulunur.
4) Grafigi cizilir.

6.4 Parabol Denkleminin Yazilmasi

6.4.1 Paraboliin Yatay Eksenini Kestigi Noktalar ve Baska Bir Nokta Biliniyorsa

y
1 Sfx)
- i e X
x1\ ] | x2

|
4 ¥1
| i S

tepe

Sekil 6.6: Parabol Grafigi

y=f) =alx-x)x-x) (1)
Burada a degerini bulmak icin, parabol tzerindeki herhangi bir noktanin degerleri (1)
denkleminde yazilir.
Ornek:
Kokleri 1 ve 5 olan yani x-eksenini x =1 ve x = 5’te kesen paraboliin denklemini
bulunuz.
Coziim:

y = fx) =a(x-x) (x-x3)
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y = fx)=a(x-1) (x-5)
y = ax? — 6ax + 5a
Tepe noktasi (3, —8) noktasi olduguna gore; bu degerler parabol denkleminde yerine
konursa;
—8 = a(3)? — 6a(3) + 5a
—8 =9a — 18a + 5a
—-8=—-4a-a=2
Fonksiyon;
y=f(x) =2(x-1)(x-5)
y =2x?—12x + 10
Fonksiyon grafigi asagidaki gibi olur.

Sekil 6.7: y = 2x% — 12x + 10 fonksiyonu
6.4.2 Paraboliin Tepe Noktasi ve Bir Diger Noktasi Biliniyorsa

4
| fx)

r

<
%

"
T

x1\ | x2

¢

|
4yl
kLS

tepe

1

Sekil 6.8: Parabolde Tepe noktasi biliniyor

y=f() =akx-1%+k (2)
Burada a degerini bulmak i¢in, parabol tizerindeki herhangi bir noktanin degerleri
(2) denkleminde yazilir.
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Ornek:
Tepe noktasi (3,-5) olan ve x-eksenini x =5 noktasinda (5,0) kesen paraboliin
denklemini yaziniz.
Cozum:
Tepe noktasi formiiliinde verilen degerler yerine konursa;
y = f) =+k

y = f(x)=a(x-3)*"-8

Bir deger parabol noktasi (5,0) olduguna gore;
a(5-3)2-8=0
a.4=38
a=2

Dolayisiyla parabol denklemi;

y = f(x) =2(x-3)* -8
Biciminde de yazilabilir.

a=2

Fonksiyon;

y = f(x) =2(x-3)* -8

y = f(x) =2(x*—6x+9)—8
y=2x?—12x+18—8
y =2x?—12x + 10

Onceki 6rnekte oldugu gibi ayn1 parabol;
y = f(x) =2(x-1) (x-5) olarak da gosterilebilir. Fonksiyon grafigi asagidaki gibi
olur.

A
4
X
-t | g e
0| 2 4
_4--
—8-1
v

Sekil 6.9: y = f(x) = 2(x -3)? — 8 fonksiyonu
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6.4.3 Paraboliin Gegtigi U¢ Nokta Biliniyorsa

Sekil 6.10: Paraboliin Gegtigi U¢ Nokta
y1 = ax;? +bx, +c¢
Yy, = ax,® + bx, +c
y3 = ax3® + bxs +c
Bu li¢ denklemi ortak ¢6zerek a, b, ¢ bulunur.

6.5 Parabol ile Dogrunun Kesisimi
= f(x) = ax? + bx + c paraboliiile
y = g(x) = mx + ndogrusunu ortak ¢ozelim.
fx) = gk)
ax’?+ bx + ¢ = mx + n
ax? + (b-m)x + c-n = 0...(1)
(1) denkleminin kékleri (varsa) dogru ile paraboliin kesistigi noktalarin apsisleridir.
Buna gore, (1) denkleminde;
e A > 0 ise, parabol dogruyu farkl iki noktada keser.
¢ A <0 ise, parabol ile dogru kesismez.
e A =0 ise, parabol dogruya tegettir.
y = ax? + bx + c paraboliiile y = dx? + ex + f paraboliiniin diizlemdeki durumu

<

incelenirken yukaridakine benzer bicimde islemler yapilir.
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Uygulama

Bir sitede birbirinin benzeri 360 daire bulunmaktadir. Site yonetimi kurulu bu daireleri
aylik 600-900 TL bedel ile kiraya verecektir. Kira bedeli 600 TL olarak belirlendiginde
biitiin daireler kiralanabilmektedir. Yonetim kurulu apartman dairelerinin aylik kira
bedelini 50 TL artirmasi durumunda 20 kiraci daireyi kiralamaktan vazge¢cmektedir. Kira
bedeli ile kiraya verilecek apartman dairelerinin sayis1 arasinda dogrusal bir iliski
olduguna gore yonetim kira gelirlerini maksimum yapabilmek icin kira bedelini ka¢ TL
olarak belirlemelidir? Bu durumda kag daire kiralanmis olacaktir?

Coziim:
p 600 650 700 750 800 850 900
q 360 340 320 300 280 260 240
R =p.q | 216000 | 221000 | 224000 | 225000 | 224000 | 221000 | 216000

Yukaridaki tablodan goriildigi gibi toplam kira geliri 6nce artmakta ve daha sonra
azalmaktadir. Ikinici dereceden parabol egrisi 6zelligi gostermektedir.
Coziim 2:
A(360,600) B(340,650) gibi herhangi iki nokta secersek;
Bu iki noktadan ge¢en dogru denklemini (dairelere olan talep denklemi) bulmak istersek:
Y= _X7% _)P_Pl q—q
Yi—YV2 X1—X2 P1=P2 Gq1—q
p—600  q—360
600 — 650 360 — 340
p—600 q—360
-50 20
p—600 q—360
-5 2
—5q + 1800
p—600 = ————
2
—5q

= ——+ 1500
p=—*

R=p.q=(7+1500)q=

Gortuldigi gibi gelir denklemi ikinci dereceden bir denklem olmaktadir.

2
T 4 15009

Gelirin maksimum nokta ise paraboliin tepe noktasidir. Tepe noktasini bulmak istersek;

—b _ —1500 __
2a . =5,
A CES)
~5.300

g =300 iken p= +1500 - p=750TL

R =300.750 = 225.000 TL
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Uygulama Sorular
1) y = x? — 2x — 3 fonksiyonunun eksenleri kestigi nokta ya da noktalar1 ve tepe
noktasini bulunuz.
Cozum:
y = ax? + bx + c ikinci dereceden fonksiyonun genel hali olduguna gére bu soruda;
a=1, b=—-2vec = -3tir.
a > 0 oldugu icin paraboliin kollar1 yukar1 dogru olacaktir.
y- eksenini kestigi noktay1 bulmak i¢in x yerine 0 degeri verilirse,

y=02-20-3=-3
cikar.
Fonksiyon y- eksenini (0, —3) noktasinda keser.
x- eksenini kestigi noktay1 (noktalar1) bulmak i¢in y yerine 0 degeri verilirse,

x2—-2x—-3=0
x+1Dx-3)=0
x+1=0 - x=-1
x—3=0 - x=3

rv= s (5]
~(-2)
,f(l)]

Tepe noktasi ise;

2.1
Tepe Noktasinin Koordinatlar = [1, —4]

rv-|

olarak bulunur, dolayisiyla fonksiyonun grafigi asagidaki gibi olur.

2)
y=_—16<x—1>.(x+5)

paraboliiniin grafigini ¢iziniz.
Cozum:

3) f(x) = 3x% — 7x + 2 fonksiyonunun x-eksenini kestigi noktalar1 (kokleri) bulunuz.
Coziim:
Kokleri bulmak igin;
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3x% — 7x + 2 = 0 denklemini ¢ozmeliyiz.
x -2
3x 1(x—2)3x—1)=0
Xy =2 ve x, =1/3
4) Asagida verilen fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

x2
flx) = R 1
Coziim:
a = 1/4, kollar yukar1 dogru
x= 0iciny =1
x =2iciny =2

x =-—2iginy =2

Fonkjsiyon y-eksenini kesmez ¢iinkii
2

Zt1=0
2 =
denkleminin ¢6ziimi yoktur.
x? = —4 (Karesi —4 olan reel say1 yoktur.)
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Besinci boltimde ikinci dereceden polinom fonksiyonlar (kuadratik fonksiyonlar)
incelenmistir. Parabol kol a¢ikligi, paraboliin eksenleri kestigi noktalar, paraboliin tepe
noktasinin nasil elde edilecegi 6gretilmistir. Parabol grafiklerinin ¢izimine 6rnekler

verilmisitir.
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Boliim Sorular

1) f(x) = —x? + 4 fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

a) A b) A C) A
-2 2 - 4 >
-2 2 D "
-4
v v v
d) Il4- e) A
4=
-2 2
-1/ 3
v v
2) y = —3x?% + 6x + 4 fonksiyonunun tepe noktasinin apsisi asagidakilerden hangisidir?
a)—1 b) 1 c) 2 d) 4 e) =5

3) Asagida grafigi verilen fonksiyonun matematiksel ifadesi hangisidir?

a)y =—x%+4x
dy=-x*+4x+16

A
16 | S
|
-2 | 6
< :
2
\ 4
b)y = x? — 4x Qy=—-x>+4x—12

e)y=—x%+4x+12
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4) Asagidakilerden hangisi ikinci dereceden bir fonksiyonun grafigidir?

a) b) <)
1er 10 0
af sl sl
B Bl &f
4t 4 e
2r 2 o[
SoE B4 2 | 4 8 8110 e e o e ens A
-2F 08 B -4 22 4 B B D A0 A B -4 2FF 2 4 B & 0
i 2r f2p
[ #r f
8l & Bl
s B &l
-0 ol
d) e)
10
5
5 M
4 af
2 2]

k1
TF 6 a2 4 6 810 T R W Y . N N
s i
= |

5) y = x? + 8x + 16 fonksiyonunun minimum noktasi asagidakilerden hangisidir?

6) x-ekseni Uretim (satis) miktarini (q), y-ekseni fiyat1 (p) gostermek tlizere, bir tiriintin
arz fonksiyonu p= f(q) = 2q + 1 ve talep fonksiyonu p= f(q) = —q? + 25 ise pazar
denge noktasindaki iiretim (satis) miktar1 nedir?

a) —4 b) 0 1 d) 4 e)6

7) y = —2x? + 5x + a fonksiyonunun (1,5) noktasindan geg¢mesi icin a hangi degeri
almalidir?

a) 5 b)4 2 d)-1 e) -3

8) y = 2x? — 5x fonksiyonu x-eksenini hangi apsis degerlerinde keser?

a) {0, 5/2} b){-1,0}  c){2,5/2} d){0,1} e){=5/2,7}

9) y = ax? + bx + c fonksiyonu y-eksenini ka¢ noktada keser? (a,b,c € R).
a) Kesmez b) 4 c)3 d) 2 e)l

10) f(x) = x? — 4 fonksiyonunun grafigi asagidakilerden hangisidir?

A

a) A b) A C)
2 \/
4
-2 2 < >
-2 2
4
\4 v v
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d A e A
4 )
4=
-2 2
-1 / 3
v v

Cevaplar

1)d, 2)b, 3)e, 4)b, 5)e, 6)d, 7)c, 8)a, 9)e 10)b.

145



7. FONKSIiYONLARIN IKTiSADI UYGULAMALARI
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Bu Boliimde Neler Ogrenecegiz?
7.1. Dogrusal Fonksiyon uygulamalari
7.2. Toplam Gelir, Toplam Maliyet Fonksiyonlari
7.3. Kar Fonksiyonu
7.4. Arz ve Talep Fonksiyonlari
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1)
2)
3)
4)

Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
Arz ve talep denklemi nedir?
Gelir, gider ve kar denklemleri nasil olusturulur?
Hangi tiir denklemler mevcuttur?
Tlketim ve Tasarruf Hesabi nasil yapilir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

. Toplam Gelir Toplam
Toplam Gelir Toplam : Okuyarak, tekrar ederek,
: ) Maliyet Kar T
Maliyet Kar Fonksiyonu . fikir yiirtuterek
Fonksiyonlarini tanimlama
Basabas Analizi Analizi kavrama Okuyarak, tekrar ederel,

fikir yiiriiterek

Arz Talep Fonksiyonu

Iktisatta arz ve talep
kavramlarini anlamak

Okuyarak, fikir ytriterek,
uygulama yaparak

Uretim ve Tiiketim
Fonksiyonu

Tiiketim Fonksiyonunu
kavramak

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
uygulama yapmak
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Anahtar Kavramlar

Toplam Gelir Denklemi

Toplam Maliyet Denklemi

Kar Denklemi

Basabas Analizi

Basabas Noktasi (Sifir Kar Noktasi)
Arz ve Talep Denklemleri

Pazar Denge Noktasi

Uretim Fonksiyonu

Tiliketim Fonksiyonu
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Giris
iktisat ve isletme alaninda karsimiza gelen problemlerin modellenmesinde ¢ogunlukla
matematik ve istatistikten yararlanilir. Bu problemlerin modellenmesinde genellikle
dogrusal, ikinci dereceden, tistel ve logaritmik fonksiyonlar sik¢a kullanilir. Bu béliimde
isletme iktisatta sik¢a karsimiza gelen toplam maliyet, toplam gelir, toplam kar, tiretim ve
tliketim fonksiyonu ve arz ve talep fonksiyonlari ayrintili olarak islenecektir.
Toplam Sabit Maliyet (FC); iiretim miktarindan bagimsiz olan firmanin hi¢ tiretim
yapmasa dahi katlanmak zorunda oldugu maliyetlerdir. (Kira, Demirbas alimj,
Amortisman 6demeleri vb.) TSM egrisi Uretim miktarindan etkilenmedigi i¢in yatay
eksene paralel bir dogru seklindedir.
Ortalama Sabit Maliyet (FC/q) ; Toplam Sabit Maliyetin tiretim miktarina béliinmesiyle
bulunur. OSM egrisi liretim miktarindaki artisa bagh olarak giderek azaldig icin negatif
egilimli bir egri seklindedir.
Toplam Degisken maliyetler (VC) ; Firmanin kisa donemde tiretimini siirdiirebilmesi
icin tiretim faktorlerine yaptigi 6demelerdir. Iscilik iicretleri, hammadde, eletrik-su
giderleri gibi. Hi¢ tiretim yapilmazsa toplam degisir maliyetler sifirdir.
Toplam degisken maliyetler liretilen mal miktariyla artar.
Ortalama Degisken Maliyet (VC/q), Toplam Degisken Maliyetin tiretim miktarina
boliinmesiyle bulunur. ODM 6nce azalan, minimuma ulastiktan sonra artan bir egridir.
ODM firmanin tiretimi ve kapasite kullanimi arttik¢a faktor verimliligindeki artisa bagh
olarak azalir, daha sonra faktor verimliligi azaldiginda tekrar artar.
Ortalama maliyet (OM), her iiretim diizeyinde toplam maliyetin tiretim miktarina
boliinmesiyle bulunur.
Toplam Kar: Bir firma sahibinin liretim faaliyetine girismesinin sebebi maksimum kar
elde etmek oldugu icin firmasinin toplam maliyet ile toplam gelir arasindaki farki kendi
lehine olacak sekilde arttirmaya ¢alisacaktir. Toplam Gelir firmanin tirettigi mal ve hizmet
miktarinin piyasa fiyati ile carpimindan elde edilen sonuctur;

Toplam Kar (P) = Toplam Gelir (R) - Toplam Maliyet (TC)
Uretim Fonksiyonu: Firmanin, belli oranlarda emek (E), sermaye (S), teknoloji (T) gibi
liretim faktorlerini bir araya getirip iiretim faaliyetinin sonunda iirettigi mal miktar U,
kullanilan bu tretim faktorlerinin miktarina bagh olarak degisecegine gore, iiretim
fonksiyonunu su sekilde formiile edilebilir. Yani; iiretim fonksiyonu, belli bir teknik bilgi
diizeyinde, belli bir miktarda mal elde etmek i¢in kullanilacak gidilerin (input)
miktarlarini ve bu girdiler arasindaki bilesim oraninin ne olacagini gosteren
matematiksel bir iliskidir.
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7.1 Toplam Gelir, Toplam Maliyet ve Kar Fonksiyonlari
Kar amaci giitmeyen isletmelerin disinda kalan tiim isletmelerin temel amaci kar elde

etmektir. Isletmeler iiriin veya hizmet ortaya cikarabilmek icin cesitli maliyetlere
katlanirlar. Bu trettikleri iirtin ya da hizmeti ihtiyag¢ sahibi tiiketicilere satarak gelir elde
ederler.
Bir birim {riin veya hizmetin elde edilmesi i¢in harcanan tiretim faktorleri (iscilik,
sermaye, hammadde vs.) toplamina birim maliyet (unit cost) denir. Uriiniin birim maliyeti
¢ (cost) ile gosterilir. Bir isletmenin trettigi mal ve hizmetler icin katlanilan maliyetin
genelde iki kaynagi bulunmaktadir. Bunlardan birincisi toplam degisken maliyet (Variable
Cost-V (), ikincisi ise toplam sabit maliyet (Fixed Cost-FC)’tir. Bu iki maliyet tiirtiniin,
uretilen mal birimine diisen payina ortalama maliyet (average cost-AC) denilir. Bir
isletmede en son iiretilen birimin maliyetine ise marjinal maliyet (MC) ad1 verilmektedir.
Maliyet kelimesi, cesitli gayelere gore bedel ve karsilik anlaminda kullanilmakla birlikte,
cogunlukla bir isletmeye belli bir mal, hizmet veya faktor seklinde sunulan girdilerin,
isletmeye olan yiikii anlamini tagir. Sermaye maliyeti, is¢ilik maliyeti, hammadde maliyeti,
enerji maliyeti gibi.
Bir isletmede belirli bir donemde (ayda, 3 ayda, 6 ayda, yilda) liretilen iiriin miktar q ile
gosterilirse;
Toplam Degisken Maliyet;
VC=c.q

denklemi ile hesaplanir. Bu denklemden de anlasildig gibi tiretim miktar arttikca Toplam
Degisken Maliyet de artacaktir.
Belirli bir donemde olusan liretimden bagimsiz maliyetlerin toplami olan Sabit Maliyetler
toplami (FC) Toplam Degisken Maliyete eklenirse, belirli bir donemde q adet liretim i¢in
Toplam Maliyet (Total Cost - TC) elde edilmis olur.
Toplam Maliyet; Toplam Degisken Maliyete, Sabit Giderler Toplaminin (FC) eklenmesi
ile elde edilir.

TC=VC+FC
ve VC = c.q oldugundan,

TC=c.q+FC
olur. Tekrar etmek gerekirse, Toplam Maliyet hesap edilirken, iirtiniin birim maliyeti ile o
donemde tretilip satilan iirtin miktar1 ¢arpilir, tizerine sabit maliyet eklenir.
Belirli bir donemde ortaya ¢ikan Ortalama Maliyetin bulunmasi istenirse, o dénemde
olusan toplam maliyetin yine o donemde lretilen liretim miktarina béliinmesi ile hesap
edilir.

TC
AC=—
q

Yine belirli bir donemde tiretilen tiriin ve hizmetlerin satisindan elde edilen gelire toplam
gelir denir. Isletmeler iirettikleri iiriiniin birim maliyeti {izerine bir miktar daha katki
koyarak iirtiniin satis fiyatini (etiket fiyat1) (price - p) belirlerler.

Belirli bir donemde isletmede olusan Toplam Gelir; iiriiniin birim satis fiyati ile satilan
miktarin ¢arpimi ile bulunur. Sabit gelirin olmadigl, sadece liretimden (satistan) elde
edilen gelir,
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R=p.q
Toplam Gelirden, Toplam Maliyet ¢ikarilirsa, Kar denklemi elde edilir.
P=R-TC
olur. Gelir ve maliyet terimleri acik olarak yazildiginda,
Kar Denklemi; Kar = Toplam Gelir-Toplam Maliyet
P=R-TC=p.q—(c.q+FOC)
P=(p—c).q—FC
olarak elde edilir. Bu denklemdeki (p — ¢) farki, birim kar (katki) gostermektedir.

7.2 Basabas Analizi

Toplam Gelir ve Toplam Maliyet kavramlari, Basabas (sifir kar) Noktasinin
belirlenmesinde 6nem arz eder.

TC, R
L
R
.
K
BB‘;__‘;’/ __}/ TC
R=IcCf—-—————————= =TT

N

Sekil 7.1: Basabas Analizinin Grafik Gosterimi
Bu béliimde ad1 gegen isletme ve iktisat literatiiriinde sik¢a kullanilan kavramlar ve bu
kavramlara iliskin semboller asagida listelenmektedir.
BBN: Basabas noktasi = SKN: Sifir Kar Noktasi
q : uretim (satis miktar1 veya tirtine olan talep miktari, quantity )
p : Uriiniin birim satis fiyat1 (etiket fiyaty; price )
¢ : Uriiniin birim maliyet (birim alis fiyati, unit cost )
R veya TR : Toplam Gelir (Kazang, Total Revenue )
CveyaTC :Toplam Maliyet (Toplam Gider, Total Cost )
VC : Toplam Degisken Maliyet (Variable Cost)
AC : Ortalama Maliyet (Average Cost )
FC : Toplam Sabit Maliyet (Sabit Giderler Toplami, Fixed Cost )
MR : Marjinal Gelir (Marginal Revenue )
MC : Marjinal Maliyet (Marginal Cost)
P : Kar (Profit)
Ornek:
Bir firma birim maliyeti 5 TL olan bir {iriin liretmektedir. Sirketin aylik sabit giderleri
2000 TL'dir. Uriiniin satis fiyat1 8 TL olduguna gére sirketin aylik satislardan 7000 TL kar
edebilmesi icin kag iiriin liretip satmasi gerektigini hesaplayiniz.
Cozium:
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Toplam Gelir = R (Revenue),
Toplam Maliyet = TC (Total Cost)
Sabit Maliyet = FC (Fixed Cost)
q = Uretim (satis miktari) ve p = birim satis fiyati (etiket fiyati) olmak tlizere;
R=p.q
TC=c.q+FC
Kar = Toplam Gelir — Toplam Maliyet
P=R-TC
7000 = 8q — (5q + 2000)
7000 + 2000 = 3¢

9000
T:q
q = 3000

adet liriin tiretip satmahdir.

7.3 Isletme Problemlerinin Coéziimiinde Denklem Kurma
isletme problemlerinin matematiksel olarak modellenmesinde cogunlukla esitlik ve

esitsizlik kavramlarindan yararlaniir. Burada denklem kurma veya matematiksel
modelleme yardimi ile giinliik hayatta sikca karsimiza gelen bazi problemlerin ¢éziimleri
anlatilacaktir.
Ornek:
Birim maliyeti 25 $ olan bir malin birim satis fiyat1 tizerinden %30 indirim yapildiginda
birim karin %40 olmasi i¢in birim satis fiyati ne olmalidir?
Coziim
x , satilacak malin birim satis fiyati
(0,3)x , yapilacak indirim
25 , birim maliyet
25.(0,40) , kar (%40) olmak iizere kurulacak denklem;
Birim Satis Fiyat1 = Birim Maliyet + Birim Kar (Katki)
esitliginden;
x-(0,3x) = 25 + (25.0,40)
seklinde olacaktir. x denklemin sol tarafinda yalniz birakilarak gerekli islemler yapilirsa;
0,7x = 25 + 10
Uriiniin birim satis fiyat1 x = 35/0,7 = 50 $ olur.
Ornek:
Bir Urtiniin birim satis fiyat1 tizerinden %40 kar elde ediliyorsa birim maliyet lizerinden
% kag kar edilmis olur?
Coziim:
p birim satis fiyatini, k birim kari ve ¢ de birim maliyeti gostermek lizere birim satis fiyati,
p = ¢ + k seklindeki denklem olacaktir. Birim satis fiyat1 lizerinden %40 kar varsa
k = 0,4 p ve geriye kalan birim maliyet,
¢ = 0,6 p olacaktir.
¢ = 0,6p esitliginde p yerine (¢ + k) yazilirsa maliyet ile kar arasindaki iliski bulunur.
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c=06(c+k)
04c = 0,6k
k = 4 c
6

k = 0,667.c
Demek ki maliyet tizerinden yaklasik % 67 kar elde edilir.
Ornek:
Birim maliyet lizerinden % 25 kar elde ediliyorsa birim satis fiyat1 iizerinden % kag kar
elde edilir?
Coziim:
Yine p birim satis fiyatini, k birim kar1 ve ¢ de birim maliyeti gostermek lizere;
Satis fiyati p = ¢ + k olacaktir ve maliyet lizerinden %25 kar,

k = 0,25.c ise c = 4.k

olacaktir.
p=c+k
p = 4k +k
p = 5k
olur ve buradan;
1
k = gp

bulunur. Bu demektir ki kar satis fiyati tizerinden yaklasik 1/5 = 0,20 = %20 olarak elde
edilir.
Ornek:
6000 $1 olan bir adam parasini gelir saglayabilecegi, yillik %20 getirisi olan nispeten
givenli bir yatirnm ile yine yillik %30 getirisi olan daha riskli bir baska yatirimla
degerlendirmek istemektedir. Bir yilsonunda yatirimlarinin 1700 $'hk (kar) kazang
saglamasi i¢in her bir yatirimin miktari ayr1 ayri ne kadar olmalidir?
Coziim:
Her bir yatirimi ayr1 ayr1 bulunacagi icin; %20°lik yatirnma x dersek, %30’luk yatirim da
(6000 — x ) kadar olacaktir. Ciinkii yatirimci toplam 6000$’a sahiptir.
P yatirim miktari, r getiri orani ve I da bir yillik kazang olmak tizere;
kazang (I);

I = P.r
olacaktir.
Asagidaki tabloda getiri orani ve yatirinm miktarina bagh olarak kazanci belirleyen
denklemleri goriilmektedir.

Secenekler P r I

%20 lik yatirim X 0,20 0,20x
%30 luk yatirnm 6000 — x 0,30 0,30(6000 — x)

Toplam yatirim 6000 1700
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O halde toplam kazancin 1700 $ olmasi i¢in kazancin (getirinin) denklemi;
0,20x + 0,30(6000 — x) = 1700
seklinde kurulur.
0,20x — 0,30x = 1700 — 0,3.6000
—0,10x =—100
x = 1000$%
olmalidir. Demek ki %20’lik yatirim 1000$ ve 6yleyse %30’luk yatirim da 6000 - 1000 =
5000 $ olmaldir.
Ornek:
Tek bir trtin tireten bir firmanin toplam kari ile satis miktar1 arasinda 4q - 3P = 4000
seklinde bir esitlik s6z konusu ise;
a) Firmanin elde edecegi karin 2000 $ olabilmesi i¢in kag adet liretip satmasi gerekir?
b) P’yi x cinsinden ifade eden denklemi yaziniz.
¢) 1300 birimlik tiriin tiretilip satildiginda ne kadar kar elde edilir?
d) Hangi satis noktasinda kar sifirdir?
Cozium:
a) 4q - 3 (2000) = 4000
4q - 6000 = 4000
q = 2500 adet tretilip satilmasi gerekir.
b) 4q - 4000 = 3P

B 4 4000
—397 73
B 4q — 4000
- 3
seklinde ifade edilir.
c)
b 4q — 4000 B 4.1300 — 4000
- 3 a 3
1200
= 5 =400 TL
kar elde edilmektedir.
d)
4q — 4000
— =0
3
4q — 4000 =0
4q = 4000
q = 1000

adet satilirsa kar 0 olur.

2) Seker iireten bir firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve iirettigi sekerlerin birim
degisken maliyeti 15 TL’dir. Firma, iirettigi sekerlerin tanesini 25 TL’ye satarsa kar elde
etmek icin en az kag seker satmalidir?

FC=1000TL ¢=15TL p=25TL R=p.q TC=cq+FC P=R-TC

Cozum:

R =25.q
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TC = 15q + 1000
P=R-TC
25.q —15q — 1000 >0
10g — 1000 > 0
10g > 1000
q > 100 Adet
3) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve trettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma urettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa basabas noktasi
satis miktar1 kactir?
P = 0 (Kar sifir)
10g — 1000 =0
q = 100 Adet
4) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve tirettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma tirettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa basabas noktasi
satis geliri ka¢c TL'dir?
FC=1000TL c¢=15TL p=25TL
R =p.q
TC =cq +FC
P=R-TC
R =25.100 = 2500 TL
5) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve trettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma trettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa 1000 TL kar elde
etmek icin kag adet seker tliretip satmasi gerekir?

Cozum:
P =1000TL

P=R-TC

1000 = 25.q — 15 — 1000
10g — 1000 = 1000

10q = 2000

q = 200 Adet
Ornek:

Bir yayinevi birim basina baski maliyeti 0,38 $ (¢ = 0,38) olan aylik dergiyi birim satis
fiyatt 0,35$% (p = 0,35)’dan bayilere ulastirmaktadir. Yaymevi dergide yayinladigi
reklamlardan gelir elde etmektedir. Bu reklam geliri; 10000 adedin lizerinde satilan her
dergiden elde edilen gelirin % 10’u kadardir. Bu durumda yayinevinin kar edebilmesi i¢cin
ayda kag tane dergi basip satmalidir?
Cozum:
Toplam Gelir - Toplam Gider = Kar
0,35q +(q-10000).0,35.0,1-0,38q = 0
-0,03q +0,035g- 350 = 0
0,005g = 350
q = 70000
Yayinevi kara gecebilmek icin 70001 adet dergi basip satmalidir.
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7.4 Arz ve Talep Fonksiyonlari
Bir malin talebi; tiiketicinin satin alacagi miktara q, o malin fiyatina (p), tliketicinin
gelirine (Y), rakip mallarin (B.) ve tamamlayici (P;) mallarin fiyatina, tiiketicinin keyif ve
aliskanliklarina (W) ve daha birgok etkene bagl olarak degisir. Talep fonksiyonu kapali
ve acik olarak denklem;
Q,=f@Y,Pr,Pt,W,..)=a+ b.p+c.Y+d.B +e P +f.W
seklinde gosterilebilir.
Bu denklemde fiyat (p) disinda kalan degiskenleri denklemde sabit varsayarak talep
denklemini fiyatin bir fonksiyonu olarak q = f(p) = a + b - p seklinde gosterebiliriz. Bu
haliyle talep fonksiyonu (dogrusu) fiyat degismelerine bagli olarak talebin nasil
belirlenebilecegini gosterir.
Genel olarak ¢ok alicili ¢ok saticili sistemlerde, bir malin fiyati arttiginda o mala talep
edilen miktar genellikle azaldigindan yani ters yonli bir degisim oldugundan talep
dogrusunun egimi negatif olacak ve talep fonksiyonu ¢q = f(p) =a —b-p seklinde
olacaktir. iktisadi bir gercek olarak fiyat = p > 0 ve talep miktar1 q = 0 olacak dolayisiyla
da talep dogrusu koordinat sisteminde birinci bdlgede bulunacaktir. Miimkiin talep
iliskileri geometrik olarak asagidaki gibi olacaktir.
Arz bir malin gesitli fiyat seviyelerinde piyasaya sunulan mal miktarini gosterir. Talep
fonksiyonunda oldugu gibi arz fonksiyonunda da arz miktarini etkileyen malin fiyat1 (p),
sermayenin fiyat1 (P.), emek (L), doga kosullar (D) ve teknoloji (T) gibi bircok degisken
vardir. Bu degiskenler yardimiyla arz fonksiyonu kapali ve agik bicimde,
q= f(p,Pc,L,D,T,..)=a+ b.p+c.P.+d.L+eD+f.T
seklinde gosterilebilir.
Bu denklemde fiyat (p) disinda kalan degiskenler denklemde sabit varsayilarak arz
fonksiyonunu (denklemini) fiyatin bir fonksiyonu olarak g = a+ b.p seklinde
gosterilebilir. Bu haliyle arz fonksiyonu (dogrusu) fiyat degismelerine bagh olarak arzin
nasil belirlenebilecegini gosterir.
Genel olarak bir malin fiyat1 artiginda o malin piyasaya arz edilen miktari arttigindan yani
ayn1 yonli bir degisim oldugundan arz dogrusunun egimi pozitif olacak ve arz fonksiyonu
q = a+ b.p seklinde ifade edilir. Iktisadi bir ger¢ek olarak fiyat p > 0 ve arz miktari q >
0 olacak dolayisiyla da talep dogrusu koordinat sisteminde birinci bélgede bulunacaktir.
Geleneksel yaklasima gore piyasa talebi denildiginde, diger kosullarin sabit olmasi
varsayimi altinda (ceteris paribus) fiyatla miktar arasindaki ters iliski anlasiimalidir.
Matematiksel anlatim ile bu, g = f(p) olmaktadir.
Ornek:
Asagida bir iriiniin belirli donemlerde fiyat degisimlerine gore satilan miktarlar
verilmistir. Burada “p” malin birim satis fiyatin1 (etiket fiyatini) gosterir. Basit dogrusal
bicimde ele alindiginda ise,
q=110—-10p
olarak belirlenebilir. Fiyat miktar iliskisinin grafiksel sunulusu ise, “talep egrisi” veya
dogrusal kabul edildiginde “talep dogrusu” olarak adlandirilir. Béylece,
q=110—-10p
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seklinde talep denklemi olusur.

Birim Fiyati Talep Edilen Miktar
9 20
8 30
7 40
6 50
5 60

Bu déonemde olusan arz fonksiyonu da g = 8p + 20 gibi dogrusal olarak belirdi ise, talep
dogrusu ile arz dogrusunun Kkesisiminde Pazar denge noktasi olusur. Bu noktay:
bulabilmek i¢in arz talebe esitlenir. Uriiniin fiyat1 5 TL ve bu dénemde bu tiriinden 60 adet
satilmaktadir.

q

PDN (5,60)

q=110-10p

D, Talep

"

@on ' * 3 4 5 & 7 & 9 10 I

Sekil 7.2: Arz Talep Dogrulari ve Pazar Denge Noktasi
Bir tiriine iliskin arz fonksiyonu treticilerin piyasaya sunacaklari liriiniin fiyati ile miktari
arasindaki iliskiyi belirler. Ureticiler {iriiniin hem fiyatin1 hem de belirli bir dénemde o
iirtine olan talebi (satilan tirtin miktarini) arttirmaya ¢alisirlar. Bu sekilde triinden elde
edecekleri gelir R = p. q artacaktir. Arz fonksiyonu saticilarin piyasaya sunacaklari iiriin
miktari ile tirtiniin fiyat1 arasindaki iliskiyi belirler. Arz fonksiyonu icin hem fiyat hem de
miktar ayn1 yonde degisim gosterir. Dolayisiyla dogrusal arz fonksiyonlar1 genellikle
pozitif egimli olur.
Tiiketiciler agisindan bakildiginda, oligopol dedigimiz ¢ok alicili ¢ok saticili sistemde
trlniin fiyat1 arttirildiginda, belirli bir donemde o {iriine olan talep azalir. Bir {iriiniin
talep fonksiyonu alicilarin piyasadan almak istedikleri triin miktari ile triiniin fiyati
arasindaki iliskiyi gosterir. Bu iliskide genellikle fiyat artarken {iriine olan talep azaldigi
icin, dogrusal talep fonksiyonlar: genellikle negatif egimlidir.
Geleneksel yaklasima gore piyasa talebi denildiginde, diger kosullarin sabit olmasi
varsayimi altinda fiyatla miktar arasindaki ters iliski anlasilmalidir.
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Bir liriiniin fiyati p ile, belirli bir donemde o iirline olan talep q ile gosterilecek olur ise,
arz veya talep fonksiyonlar1 g = f(p) veya p = f(q) biciminde gosterilirler.

Ters talep fonksiyonu (denklemi): Onceki konularda anlatildig: gibi, talep (tiikketim)
miktar1 fiyata baghh oldugundan talep denklemi q = f (p) seklindeydi. Ters talep
denklemi ise p = f(q) seklinde yazilir. Buna gore ters talep denklemini, pratik kural
olarak soyle bulabiliriz.

Dogrusal talep denklemi g = a — bp ise,

Ters talep denklemi ;
a 1
r=(5)-(5)a

seklinde yazilir. Ornegin : ¢ = 40 — 5p ise ters talep denklemi;

40 1
»=(5)-(5)¢

Ters talep denkleminde fiyat artarsa talep lizerinde asagidan yukariya dogru hareket
olusur. Fiyat azalirsa tam tersi yani yukaridan asagiya dogru hareket olusur. Talebi
belirleyen gelir degerler degisirse talep dogrusu yeniden cizilir. Ornegin gelir artarsa
talep dogrusu bir 6nceki konumuna goére daha yukarida cizilir. Gelir azalirsa bir énceki
konumuna gore daha asagida cizilir.

Ornek:

Talep fonksiyonu;

q

p=fl@=—-7+11

olarak saptanmuis ise, bu talep fonksiyonu icin asagidaki degerler elde edilir. Ureticiler
acisindan bakildiginda trtiniin arz fonksiyonu da p = 0,05q + 2 olarak modellenmis ise,
bu durumda arz ve talep fonksiyonlar: bir noktada kesisecektir. Iste bu noktaya Pazar
Denge Noktasi (equilibrium point) denir ve PDN olarak kisaltilir.

Talep Edilen Miktar (q) Birim Fiyat1 (p)
20 9
30 8
40 7
50 6
60 5
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p
114
he \ arz fonksiyonu, S
- Ll
p = 0,05q+2
5 _____
|
|
s b ” | talep fonksiyonu, D
| * ‘p =-q/10+11
| b % q
0 60 110

Sekil 7.3: Arz ve Talep Dogrular, Pazar Denge Noktasi

Ornek:
A uriniun fiyati 80TL iken 10 adet satilmistir; fiyati 60TL’ye diistiigiinde satilan tiriin
sayist 20 adet olmustur. Buna gore, talep fonksiyonunun dogrusal degisim gosterdigi
varsayilarak,

a. Talep fonksiyonunu bulunuz.

b. Uriiniin fiyat1 40TL’ye diistiigiinde bu iiriinden ne kadar satilir?
Coziim:
Talep Fonksiyonu (10,80) ve (20,60) noktalarindan gecen dogrudur.

p—DP:1 q—q1

P2—P1 42— q1
p—80 q—10

60 —80 20—10

p—380 q—10
-2 1
Talep Fonksiyonu, p = —2q + 100
p = 40 TL i¢in,
p = —2q + 100
40 = —2.q + 100
2q = 100 — 40
q = 30 Adet
Ornek:

p fiyaty, g liretim (satis) miktarin1 gostermek tizere bir iirliniin arz ve talep denklemleri
2p-q = 60; 3q + 4p = 240 olduguna gore pazar denge noktasini bulunuz. Denge
noktasi satis fiyat1 ve satis miktar: nedir?

Pazar denge noktasini bulmak icin iirtiniin arz ve talep fonksiyonu kesistirilir.

p =%+ 30 (Arz)

3q
p= _T+ 60 (Talep)
q 3q
—+30=——+60
2 * 4 *
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— =30 ; =24
2 q
q 24
P=§+30=7+30=12+30=42TL
PDN = (24, 42) bulunur.
Ornek:
Bir iirtiniin arz fonksiyonu p = 2q + 5 ve talep fonksiyonu p = —2q + 10 ise, bu {iriiniin

Pazar denge noktasi ne olur?
Cevap: Arz ve talep fonksiyonlari esitlenir.
p=2q+5 (Arz)
p =—2q + 10 (Talep)
2q+5=-2q+10
2q+2q=10-5

4qg =5
q=>5/4
p=2q+5

p= 2;+5 =15/2
5 15

PDN = (1'7
noktasi bulunur. (Dikkat: Noktanin, apsis (q) ve ordinat (p) gibi iki bileseni vardir)
Ornek:
Bir atolyede A ve B mamulleri K ve L gibi iki tip tezgahta islenerek tiretilmektedir. K ve L
tipi tezgahlarin haftalik calisma kapasiteleri sirasi ile 200 ve 560 saat olup her mamuliin
bir biriminin tezgahlardaki islem siireleri saat olarak asagida verilmektedir.

A B
K 1 2
L 2 8

Bu verilere gore tezgah kapasitelerinin tam kullanilmasi sarti ile her iirtinden kagar adet
uretilecegini hesaplayiniz.

a+2b =200
a+ 8b = 560
ikinci denklemi - ile carpilip;
a+2b =200
—a — 8b = —560

taraf tarafa toplanirsa;
—6b=-360 - b =60
ve buradan
a+2b=200 - a+260=200 - a=80
bulunur.
Ornek:
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Egimi -1/2 olan bir dogrusal talep fonksiyonu icin, talep 24 adet iken birim satis fiyati
108TL dir. Eger talep 3 katina ¢ikarsa olusacak birim satis fiyatini bulunuz.

p; fiyaty, q ise talep miktarini gostermek tzere bir tirtine iliskin arz denklemi p = q/2 +
19 ve talep denklemi ise p = 400/(gq + 4) olarak verilmis olsun. Bu durumda pazar denge
noktasini bulunuz. Eger tirtine 18 pb.’lik ek vergi getirilirse bu durumda PDN ne olur?
Cozum:

400 g

m = E + 19
400 (g + 38)
q+4 2

800 = (q +38)(q +4)
q*>+42q—648=0
(@q—12)(g+54) =0
q = —54 ve q = 12 bulunur. Talep miktar1 negatif olmayacagi icin birinci bélgede bulunan
sonug kullanilir (¢ = 12). Budurumda, p = q/2 + 19 olduguna gore,p = 12/2 + 19 = 25
pb. bulunmus olur.
PDN = (12 Adet, 25 pb)
Eger ilrtine 18 pb.'lik ek vergi getirilirse, liretici vergiyi satilan her uriiniin fiyatina
yansitacaktir. Dolayisiyla, tiiketici satis fiyatinin 18 pb fazlasin1 6demek durumunda
kalacaktir. Vergilendirme ile birlikte {iriiniin degerinde degisiklik olmayacagindan, talep
denkleminin degismeyecegi varsayimi altinda olusacak yeni arz denklemi asagidaki gibi
olur.
p = f(q) + Vergi
Dolayisiyla arz denklemi,

p=%+19+18=q/2+37

olacaktir.
400 ¢
m = E + 37
400 (q+74)
g+4 2
800 =(q+74)(q +4)
q*>+78q —504=0
(g—6)(q+84) =0
q = —84 ve q = 6 bulunur. Talep miktar1 negatif olmayacagi icin birinci bolgede bulunan
sonug kullanilir (g = 6). Bu durumda arz denklemi, p = q/2 + 37 olduguna gore,p = 3 +

37 = 40 pb. bulunmus olur.
PDN = (6 Adet, 40 pb)
Yeni olusan PDN’ye dikkat edilecek olursa, fiyat artmais, talep ise azalmistir.
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falep fonksiyornu

arg 1‘&’1‘§'i SOFRrasi

Sekil 7.4: Arz ve Talep ve PDN

7.5 Tiketim Fonksiyonu

Tlketim, insan ihtiyaclarinin dogrudan dogruya giderilmesi i¢cin mal ve hizmet
kullanimidir. Tiketici (consumer), hangi maldan ne kadar satin alacagina karar veren
ekonomik birimdir. Tiiketici, amaca gore sadece birey olabilecegi gibi, cogu kez de hane
halki olabilir. Ornegin bir otomobil, ev ya da arsa satin alirken bireysel karar yerine, cogu
kez hane halkinin karar1 gerekmektedir. Ancak lokantada yemek tercihini tiiketici olarak
birey vermektedir. Klasik iktisatcilar tiiketimi, tiikketim mallarinin satin alinmasi olarak
degerlendirmisler ve tiiketim olgusu iizerinde fazla durmamislar, daha ¢ok gelirin
paylasimi ve liretim konularini incelemislerdir. Tiiketimin 6nemine ilk kez Keynes
deginmistir. Tliketimi aciklarken harcamalar: esas almistir. Tiiketim harcamalari; mikro
iktisadi agidan tiiketicinin fayda maksimizasyonu, makro iktisadi agidan ise, istihdami ve
milli geliri belirleme noktasinda, toplam talebin en 6nemli bilesenini olusturmasi
bakimindan 6nem arz etmektedir. Keynes’e gore tiiketim harcamasi, belli bir donemde
yapilan toplam satislar ile miitesebbislerin birbirlerine yaptiklar1 toplam satislar
arasindaki farktir. Tiiketim harcamalarini etkileyen o6nemli faktorleri su sekilde
sayabiliriz.

o Ekonomik faktorler
. Niifusla iliskili faktorler
. Davranissal faktorler

Tiliketim fonksiyonu teorilerinin esin kaynagi, farklh gelir gruplarindaki kisilerin tiiketim
egilimlerinin ne oldugu sorusuna aranan cevaptir.

164



Tiliketim fonksiyonu, Keynesyen makroekonomik analizde tiiketim harcamalari ile GSYH
arasindaki iliskiyi ortaya koyan bir fonksiyondur. ... tiiketim harcamalar ile milli gelir
arasindaki iliskiyi belirtir.

Bir ekonomide milli gelir seviyesi ytikseldikge tiiketim harcamalar1 da diizgiin bir seyir
takip ederek artmaktadir. Durum, tiiketim sediilii adi verilen bir tablo yardimiyla
gosterilebilir. Malin muhtemel fiyatlari karsisinda, o maldan satin almak isteyen alicilarin
istedikleri mal miktarini ve mala olan talebin genel yapisini ve 6zelliklerini agiklayan
kavramdir. Belirli bir mal ya da hizmetini 6teki kosullar degismemek iizere, gesitli fiyat
diizeylerindeki arz miktarlarini gésteren tablodur.

Y=C+S
C=f({)

Milli Gelir Milli Gelirdeki Tiketim Harcamalari Tiiketim Harcamalarindaki
(Milyar TL) Artis (Milyar TL) (Milyar TL) Artis (Milyar TL)

100 - 90 -

110 10 97 7

120 10 104 7

130 10 111 7

140 10 118 7

Yukaridaki tabloya gore milll gelir arttik¢a, yogaltim harcamalar1 da genislemektedir.
Yalniz burada dikkat edilecek husus, tiiketim harcamalarindaki her ytkselisin milll
gelirdeki artislarin sabit bir ylizdesi kadar olmasidir. Tablodaki iliski séyle bir fonksiyon
halinde yazilabilir:
C=10 +0,7-Y
Burada C, tiiketim harcamalariny, Y ise milli geliri gostermektedir.
Bu fonksiyonel iliskiden anlasildigina gore, ad1 gecen ekonomide milli gelir seviyesi sifir
dahi olsa 10 Milyar TL’lik tiiketim harcamasi yapilmaktadir. Ayrica milll gelirdeki her
artis, kendisinin %70 kadar bir tiiketim harcamasina sebep olmaktadir. Bu degismez 0,7
katsayisina marjinal tiiketim egilimi ad1 verilir. Ote yandan, her milli gelir seviyesinde
yapilan toplam tiiketim harcamalarinin adi geg¢en milli gelir seviyelerine orani
degismektedir. Bu orana da ortalama tiiketim egilimi denmektedir. Ornegin milli gelir 100
Milyar TL iken ortalama tiiketim meyli 90/100 = 0.90, 110 milyar T.L. iken 97/110 =
0.88 ve 140 milyar iken 118/140 = 0.84 olmaktadir. Tiiketim fonksiyonu genel bir
dogrusal iliski halinde yazilabilir:
C=Cy +c'Y
Burada
C, tiikketim harcamalarini, €y, otonom temel tiiketimi, ¢, marjinal tiiketim egilimini, Y, milli
geliri gostermektedir.
Tiiketim fonksiyonunun milli gelire gore birinci tiirevi dC/dY, tanim geregince marjinal
tiikketim egilimi yani c’ye esit olmaktadir.
Tliketim fonksiyonu dogrusallastirilarak geometrik olarak, diizlem dik koordinat
sisteminde bir dogru ile gosterilebilir. Dogrunun egimi, fonksiyonun birinci tiirevi olan ¢
dir.
C=f¥Y)=Cy +c-Y
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Tiketim Fonksiyonu

Co

0

Sekil 7.5: Tiiketim Fonksiyonu
Yukaridaki sekilde, yatay eksende milli gelir (Y), dikey eksende tiiketim harcamalar: (C)
yer almaktadir. Fonksiyonu gosteren dogrunun dik ekseni kestigi noktanin ordinati,
otonom tiiketim harcamalarini (C;) belirtmektedir. Yani milll gelir sifir olsa dahi, bahis
konusu ekonomide OC, kadar temel tiiketim harcamasi yapilmaktadir. Otonom tiiketim,
gelir harcama modelinde, milli gelir ve faiz oranlarindan bagimsiz olarak yapilan tiiketim,
yatirim, hiikklimet harcamasi ile disalim ve digsatim demektir.
Her zaman, belli bir gelir olmasa bile, mutlaka bir tiiketim miktar1 vardir. Yani tiiketim
gelirin bir fonksiyonudur. Net gelir arttikca tiiketim de artar ama daha az miktarda artar.
Net gelirdeki zamanla tiiketilecek artis orani her zaman sabittir. Bu orana “tiiketimin
marjinal egilimi (belirtisi)” ya da tiiketim fonksiyonu egimi denir.
Tiiketim harcamalari ile milli gelir arasindaki iliski gecikmeli olarak da ele alinabilir. Belli
bir donemde yapilan tiketim harcamalarinin bir 6nceki dénemin milli gelirinden
etkilendigini belirten bu tip bir yaklasim, gercegi daha iyi yansitmaktadir.
Gecikmeli tiiketim fonksiyonu soyle yazilabilir:
C,=Ch+c Y4
Burada,
Co; ...temel tiiketim harcamasi
C¢; t donemindeki tiiketim harcamalarini,
Y;_1; t — 1 donemindeki millf geliri belirtmektedir.
Fonksiyondaki ¢ gecikmeli marjinal tiiketim egilimidir.
Tiiketim fonksiyonu: Milll gelir analizi, tiiketim fonksiyonlarinin sinirhh alanlarda
dogrusal olmalarindan dolay1 dogrusal fonksiyonlarin degisik bir kullanim alanini
olusturur.
Ornek:
Milli net gelir sifir oldugunda, tiiketim 80 milyar TL olmaktadir. Tim ekonomi ic¢in
tiiketim; milll net gelire “her net gelir seviyesinde tiiketim 10 milyar TL, ek olarak ayrica
%60 net gelirden olusur” seklinde dogrusal olarak baghdir. Buna gore bu dogrunun
denklemini bulunuz, grafigini ¢iziniz ve net gelir 300 miyar TL oldugunda toplam tiiketim
ne kadar olur?
Coziim:
C=f¥Y)=Cy+cY
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Temel tiikketim = 100
Tiiketimin marjinal egilimi = 0,7

C=f(Y)=80+0,6.Y
Gelir 100 TL

C =f(Y)=280+0,6.300
C=f()=80+180
C=f({)=260TL

Burada, net gelir 300 Milyar TL olur. Yani net gelir 300 milyar TL iken tiiketim 260 milyar
TL olmaktadir. Kalan 300 — 260 = 40 milyar TL ise tasarrufa ayrilmaktadir.

C
C=80+0,6.Y
260
80
Y
0

Sekil 7.6: Tiiketim Fonksiyonu Grafigi
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Uygulama

1) Bir trine iligkin birim degisken maliyet 15TL ve sabit maliyetler toplam1 2400TL'dir.
Uretilen iiriinlerin tamaminin satildifi varsayilmaktadir. Tiiketici, iiriin fiyat1 55TL
oldugunda 45 birim iiriin talep etmektedir. Uriin fiyat1 235 TL iken ise iiriine talep

olmamaktadir.
e Uriine iliskin talep fonksiyonunu olusturunuz.

e Uriinlerin iiretiminde olusan toplam maliyet fonksiyonunu belirleyiniz.

e Uriinden elde edilen gelire ait fonksiyonu olusturunuz.
e Basabas noktasini bulunuz. Basabas noktasina ait grafikleri ¢iziniz.
Cozium:
p—55 q—45 p—55 q—45 p—55 q—45

= N = N
235—-55 0-45 180 —45 4 -1
—p + 55 = 4q — 180
p = —4q + 235
R =p.q = (—4q + 235).q = —4q* + 235¢
TC =c.q+FC

TC = 15.q + 2400
Basabas noktasindaki liretim miktarsi,
R=TC
—4q% + 235q = 15.q + 2400
—4g% + 220q = 2400
q*> —55q + 600 =0
(q—15)(q—40)=0
qo1 = 15 ve gop =40
cikar.
TC, = 15.15 4+ 2400 = 2625 TL
TC, = 15.40 + 2400 = 3000 TL
R, = —4.15% + 235.15 = 2625 TL
R, = —4.40? + 235.40 = 3000 TL

q < 15 ve q > 40 i¢in zarar, 15 < q < 40 arasinda ise kar. g = 15 ve q¢ = 40 icin BBN

mevcut.
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Rveya TC
&

TC(q)
Kar
3000  — — — b_ﬂJg_ESL S
BBN Zarar
BBN
2625 — —
Zarar R(q)

=

/ q

2) Bir drine iligkin talep fonksiyonu, p = f(q) = —4q + 280 ve arz fonksiyonu, p =
9(q) = 4q olarak verildigine gor Pazar Denge Noktasini (PDN) bulunuz.

4q = —4q + 280

8q = 280

q = 35 ve p = 140 bulunur. PDN = (35,140)
Gelir fonksiyonu, R = p.q = (—4q + 280).q = —4q* + 280q
Maksimum gelirin oldugu iiretim diizeyi;

b 280

T2aT 22

Maksimum gelir ise; R = —4q? + 280q = —4.35% + 280.35 = 4900
Talebin 50 birim oldugu varsayimi altinda, arz agigini (arz miktarinin talep miktarindan
az olmasi) kapatmak icin tireticinin piyasaya sunmasi gereken ek miktar1 hesaplayiniz.
q = 50 icin, p = —4.50 + 280 = 80
p = 80 icin 80 = 4q buradan q = 20 birim arz var. 50 — 20 = 30 birim arz a¢ig1 s6z
konusudur.

3) Bir sitede birbirinin benzeri 360 daire bulunmaktadir. Site yonetimi kurulu bu daireleri
aylik 600-900 TL bedel ile kiraya verecektir. Kira bedeli 600 TL olarak belirlendiginde
biitiin daireler kiralanabilmektedir. Yonetim kurulu apartman dairelerinin aylik kira
bedelini 50 TL artirmasi durumunda 20 kiraci daireyi kiralamaktan vazge¢mektedir. Kira
bedeli ile kiraya verilecek apartman daireleri sayisi arasinda dogrusal bir iliski olduguna
gore yonetim kira gelirlerini maksimum yapabilmek i¢in kira bedelini ka¢ TL olarak
belirlemelidir? Bu durumda kag daire kiralanmis olacaktir?
Niimerik C6ziim:

p 600 650 700 750 800 850 900

q 360 340 320 300 280 260 240

R 216000 221000 224000 225000 224000 221000 216000
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Yukaridaki tablodan goriildugi gibi toplam kira geliri 6nce artmakta ve daha sonra
azalmaktadir.
Coziim 2:
A(360,600) B(340,650) gibi herhangi iki nokta secersek;
Bu iki noktadan ge¢en dogru denklemini (dairelere olan talep denklemi) bulmak istersek:

Y= _X7% R b~™h _ 497 %

Yi—YV2 X117 X2 P1r=P2 1~ 4

p—600  q—360
600 — 650 360 — 340
p—600 g—360

—-50 20
p—600 q—360
-5 2

—5g + 1800
p—600=———
2

=——+ 1500
pP=—+

2

—5q —5q
R=p.q :<T+ 1500).q= > + 1500q

Goruldigu gibi talep fonksiyonu dogrusal bir fonksiyon, gelir denklemi ise ikinci
dereceden bir fonksiyon olmaktadir.

3) Gelirin maksimum oldugu noktay1 bulunuz.
Cozum:
Tepe noktasinin bulunmasi:

—b —1500 300
2a . =5,
2. (T)
) —5.300
q =300 iken p= + 1500
p =750 TL

R =300.750 = 225.000 TL

3) Bir malin fiyat1 3 br oldugunda bu maldan piyasaya 120 adet arz edildigi, fiyat1 4 br
oldugunda ise arz miktar1 150 br’ e ¢ciktig1 bilinmektedir?. Buna gore arz denklemini bulunuz.

Fiyat p = 3 br ulastifinda piyasaya arz edilecek mal miktar1 asagidakilerden hangisi olacaktir?

a)50 b)70 ¢)180 d)120 €)200
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Uygulama Sorular
1) Seker lireten bir firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve iirettigi sekerlerin birim
degisken maliyeti 15 TL’dir. Firma, tirettigi sekerlerin tanesini 25 TL’ye satarsa kar elde
etmek icin en az ka¢ seker satmalidir?
FC=1000TL ¢=15TL p=25TL R=p.q TC=cq+FC P=R-TC
Cozum:
R =25.q
TC = 15q + 1000
P=R-TC
25.q —15q — 1000 > 0
10g — 1000 > 0
10g > 1000
q > 100 Adet
3) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve lirettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma urettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa basabas noktasi
satis miktar1 kactir?
P = 0 (Kar sifir)
10q — 1000 =0
q = 100 Adet
4) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve iirettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma tirettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa basabas noktasi
satis geliri ka¢ TL'dir?
FC=1000TL ¢=15TL p=25TL
R=p.q TC=cq+FC P=R-TC
R=p.q
R =25.100 = 2500 TL
5) Bu firmanin toplam sabit maliyetleri 1000 TL ve trettigi sekerlerin birim degisken
maliyeti 15 TL'dir. Firma trettigi sekerlerin tanesini 25 TL'ye satarsa 1000 TL kar elde
etmek i¢in kag adet seker liretip satmasi gerekir?
Coziim:
P =1000 TL
P=R-TC
1000 = 25.q — 15q — 1000
10g — 1000 = 1000
10qg = 2000
q = 200 Adet
2) Onceki verilerden hareketle, Tiikketim fonksiyonu C = 5 + 0,45.Y olarak belirlendigine
gore; Net gelir 15 Milyar TL iken, toplam tiiketim ne kadardir ve ne kadar tasarruf edilir?
Toplam tiiketim 20 milyar TL iken net gelir ve tasarruf miktar1 ne kadardir. Tasarruf
miktar1 toplam tiiketimin % kagidir?
Cozium:
C=5+045Y
¢ =5+0,45.15
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C=11,75TL
olur yani net gelir 15 milyar iken toplam tiiketim 11,75 Milyar TL olmaktadir. Tasarruf
edilen miktarise 15 — 11,75 = 3,25 Milyar TL'dir.
C=5+045Y
C = 20 olduguna gore;
20=5+045.Y
Y = 33,33 Milyar TL

Yani toplam tiiketim 20 milyar iken, net gelir 33,33 Milyar TL olur. Tasarruf edilen miktar

33,33 —20 = 13,33 TL'dir. Bu da toplam gelirin 13,33 /33,33 2% 0,40'na karsilik
gelmektedir.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde bundan 6nceki béliimlerde anlatilan, denklem ve esitsizlikler, Fonksiyonlar,
Dogrusal ve Ikinci Dereceden fonksiyonlarin isletme ve iktisat uygulamalar
gerceklestirilmektedir. Boliimde, Toplam Gelir, Toplam Maliyet, Toplam Kar, Ortalama
Maliyet, Sabit Maliyet, Basabas Analizi, Uretim Fonksiyonu ve Tiiketim Fonksiyonu ve
Tasarruf iliskisi konulari tizerinde durulmustur.
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Boliim Sorular

1) 30 TL'ye toptancidan alinan bir gomlegin etiket fiyati 50 TL olduguna gore bu
gomlekten 100 adet satildiginda elde edilecek gelir ne kadardir?
a) 2000 b) 3000 c) 5000  d) 8000 e) 10000

2) Bir gomlegin birim tiretim maliyeti ¢ = 30 TL ve bir yilda olusan sabit maliyetler
toplam1 FC = 60000 TL olarak belirlendigine gore yilda 2500 adet gomlek treten
firmanin toplam maliyeti ka¢ TL olur?

a) 60000 b) 75000 c) 120000  d) 135000 e) 150000

3) Bir gomlegin birim iiretim maliyeti ¢ = 30 TL ve bir yilda olusan sabit maliyetler
toplam1 FC = 60000 TL olarak belirlenmistir. Gomlegin birim satis fiyat1 50 TL olduguna
gore basabas noktasi i¢in yilda ka¢ gomlek satis1 gerceklesmelidir?

a) 2000 b) 2500 c) 2750  d) 2800 e) 3000

4) Bir gomlegin birim turetim maliyeti ¢ = 30 TL ve bir yilda olusan sabit maliyetler
toplam1 FC = 60000 TL olarak belirlenmistir. Goémlegin birim satis fiyat1 50 TL olduguna
gore yilda 5000 adet gomlek satis1 gergeklestiren firmanin kari ne kadar olur?

a) 40000 TL b) 50000 TL  ¢)90000 TL  d) 125000 TL  e) 15000 TL

5) Bir tirtinlin arz denklemi p = 2q — 15 ve talep denklemi p = —5q + 48 ise pazar denge
noktasi asagidakilerden hangisidir?
a) (9,3) b) (9,0) c) (0,3) d) (3,7) e) (3,12)

6) Bir Uriiniin dretimine iliskin belirli bir dénemde olusan toplam maliyet fonksiyonu
TC = 5q + 1000 ve toplam gelir fonksiyonu R = 7q olarak belirlendigine gore kar
fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

a)P=2q Db)P=2q+1000 c)P=2q—-1000 d)P =1000 e)P =-1000

7) Toplam gelir denklemi R = 40q seklinde verilen iiriin i¢in, sabit maliyet 5000 TL'dir.
Bu iiriinden 1000 adet satildiginda basabas noktasina geliniyor. Uriin basina degisken
maliyet ka¢ TL olur?

a) 40 b) 35 c) 30 d) 25 e) 20

8) Bir irtne iliskin belirlenen talep fonksiyonu p = —5q + 110 ise toplam gelirin
maksimum oldugu q degerini bulunuz.
a)9 b) 10 c) 11 d) 12 e) 13

9) Bir ailenin temel tiiketim gideri 2000 TL’dir. Ailenin net gelirinin %601 tiiketim
harcamalari olarak tanimlandigina gore, bu aile 10000 TL net gelire sahip oldugunda
tiiketim harcamasi sonrasi kag TL tasarruf olusturabilir?

a) 2000 b) 3000 c) 4000 d) 5000 e) 6000
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10) Bir ailenin temel tiiketim gideri 3000 TL’dir. Ailenin net gelirinin % 40’1 tiiketim
harcamalari olarak tanimlandigina gore, bu aile 6000 TL net gelire sahip oldugunda kag

TL tasarruf olusturabilir?
a)o0 b) 100 c) 300 d) 500 e) 600

Cevaplar

)c 2)d, 3)e, 4)a, 5)a, 6)c, 7)b, 8)c, 9)a, 10)e
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8. USTEL VE LOGARITMIK FONKSIYONLAR
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8.1.

8.2

Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
Ustel Fonksiyon

. Ustel Fonksiyon Grafikleri
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.

Uslii Say1 Kurallar

Logaritmik Fonksiyon

Dogal Logaritma Fonksiyonu (In)

Logaritmik Fonksiyon Grafikleri

Ustel Fonksiyon ile Logaritmik Fonksiyon Arasindaki Fark
Niifus Problemi Uygulamasi
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Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
1)  Ustel fonksiyon nedir?
2) Logaritmik Fonksiyon nedir?
3) Bu iki fonksiyon arasindaki fark nedir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Ustel Fonksiyon

Ustel fonksiyonu
tanimlayabilmek

Okuyarak, fikir yiirtiterek

Ustel Fonksiyon Grafik
Cizimi

Ustel fonksiyon grafiklerini
cizebilmek

Okuyarak, fikir ytriiterek,
uygulama yaparak

Logaritmik Fonksiyon

Logaritmik fonksiyonu
tanimlayabilmek

Okuyarak, fikir ytriiterek,
uygulama yaparak

Logaritmik Fonksiyon
Grafik Cizimi

Logaritmik fonksiyon
grafiklerini ¢izebilmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
uygulama yaparak
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Anahtar Kavramlar
e Ustel Fonksiyon
e Logaritma
e Dogal Logaritma
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Giris

Ustel ve logaritmik fonksiyonlar, matematik, isletme, ekonomi ve miihendislik alanlarinda
cok sayida kullanim alani bulan fonksiyonlardir. Niifus artisi, bankaya yatirilan paranin
artisi, bir ortamdaki bakteri sayisinin artisi ya da azalisi tistel ve logaritmik fonksiyonlar
yardimi ile modellenebilir.
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8.1 Ustel Fonksiyonlar
Tanmm: b € R* — {1} ve x € R olmak lizere,
f(x) = b*
biciminde yazilan fonksiyona iistel fonksiyon denir. Burada b taban (base), x ise iis olarak
adlandirilir. Ustel fonksiyonlarin tanim kiimesi (x yerine konabilecek sayilarin kiimesi)

reel sayilardir. Deger kiimesi ise pozitif reel sayilardan olusur.
X X

flx) =3, gx)=2%, hm:(%)' tm:(%)

fonksiyonlar1 birer tstel fonksiyondur. Dikkat edilirse taban degeri ilk ikisinde 1’den
biiyiik pozitif, diger ikisinde 0 ile 1 arasinda pozitif sayilardir.

8.1.1 Uslii Sayilarin Ozellikleri
Ustel fonksiyon, iislii ifadelerde gordiigiimiiz biitiin ézellikleri R {izerinde saglar.
a,b eR*, a=1, b=1vex,ye R icin asagidaki 6zellikler vardir:

1. p™.p™ = p™t"

2. (bm)n = pmn

3. (a.b)™ = a™. b™

a™ _  m-n
4 o a
ayn _ 2"

Gr =2

a®=1

acR* ve a # 1 olmak lizere, a* = a¥ o x =y,

N
Q|
S
I

a,be R* ve x #0 olmak iizere, a* = b* < a = b dir.

8.1.2 Ustel Fonksiyonun Grafigi

f(x) = b* = 2% fonksiyonu ele ahmirsa x yerine degerler asagidaki degerler
kondugunda fonksiyonun alacagi degerler asagidaki tabloda verilmektedir.

x —oo -3 -2 -1 0 1 2 3 0
f(x) 0 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 o0

182



o fe9 =2

Sekil 8.1: Ustel Fonksiyon Grafik Ornegi
Ornek:

f(x) = 3% fonksiyonu ele alinirsa;

X —o0 -3 -2 -1 0 1 2 3 00

F(x) 0 1/27 1/9 1/3 1 3 9 27 o0

™ =3

Sekil 8.2: Ustel Fonksiyon Grafik Ornegi
Yukarida verilen 6rneklerden goriilmektedir ki, taban (b), 1’den biiyiik ise fonksiyon saga
dogru artan fonksiyondur.

183



Tt

) = 3%
4 S = 2

53]

[
53]

Sekil 8.3: Ustel Fonksiyonda Taban Farklihig
Ustel fonksiyonun tabani (b), 0 ile 1 arasinda bulundugundan fonksiyon saga dogru azalan

fonksiyondur.
f(x) =(1/2)* = f(x) = 27 fonksiyonu ele alinirsa;

x | —oo -3 -2 -1 0 1 2 3 0
f) | o 8 4 2 1 1/2 1/4 1/8 oo
f(x)

S =72y=2
LY

Sekil 8.4: Ustel Fonksiyonda Tabanin 1’den (0 < b < 1) Kiigiik Olmas1 Durumu
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T1(x)
J) =172) 5 f(x) =2¢

s

[S9]

[
§¥)

|
+

Sekil 8.5: Ustel Fonksiyonda Tabanlarin Farkli Olmasinin Karsilagtirilmasi

8.2 Logaritma Fonksiyonu
b€ Rtveb # 1olmakiizere, bire bir ve érten olan,

f:R >R*

f(x) = b*
uistel fonksiyonunun tersine, a tabanina gore logaritma fonksiyonu denir. Fonksiyonun
tanim kiimesi pozitif reel sayilar, goriinti kiimesi ise gercel sayilar kiimesini olusturur.

f(x) = logyx

Ornegin; log,x fonksiyonunun grafigini ele alirsak; fonksiyonun tanim kiimesi pozitif reel
sayilar, goriuintii kiimesi ise reel sayilardan olusur. Asagidaki tabloda bu durum
goriilmektedir.

x 0 |1/16 1/8 1/4 12 1 2 4 8 16

Ji€9) —o0 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 o)
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TH(x) :
Jx) =log

Q
(8]
]

§9]

|/
|
|

Sekil 8.6: Logaritmik Fonksiyona Bir Ornek

%)

biciminde gosterilir. Tabani yazilmadiginda taban 10 demektir.
f(x) = logiox =logx

Ornek:
32 sayisinin 2 tabanina gore logaritmasini bulunuz.

32 sayisi taban olan 2 nin kaginci kuvvetidir?

log,32 =y
2Y =32

2V =25

y =5

f(x) =log,o x fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

x 0 1/1000 17100 1/10 1 10 100 1000 oS

fx) —o0 -3 -2 -1 0 1 2 3 0
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Taban e (e = 2,718281..) oldugunda dogal logaritma dedigimiz In fonksiyonu olusur.

f(x)

[§9)

Jf(x) =log x

[
[§9)

Sekil 8.7: 10 Tabaninda Logaritma Fonksiyonu

f(x) =log.x =Ilnx

x 0 1/é3 1/e? 1/e e? e
f(x) —o00 -3 -2 -1 2 3
[0
J) =Inx
2 R
//
/

|
38

Sekil 8.8: In Fonksiyonunun Grafigi
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fix)

i) = log: x

St = logs x

P

Sekil 8.9: Logaritmik Fonksiyonda Taban Farkliliginin Gosterimi

8.2.1 Logaritmanin Ozellikleri

1. logyx™ = n.logyx

2. logi0x =logx

3. log,1=0

4. logy,b=1

5. logy(x.y) = logy x + log, y

6.  logy(x/y) = logyx—logyy

7. log,c = ZZZZ’Z ; log,(x) = %

8. Inx =log,x ; e™=x ; In(e*)=x
Ornek:

logs 15 =logs (5.3) = logs 5 +1logs3 = 1+ logs 3
log, 21 = log, (3.7) = log, 3 + log, 7

Ornek:

10g10 50 + 10g10 2= 10g10(50 . 2)
= logy, (100)
= 10g10 102 = 2 loglo 10
=2

8.3 Ustel ve Logaritmik Fonksiyon Karsilastirmasi
Herhangi iki ters fonksiyon y = x birim fonksiyonuna gore simetriktir. Asagida
f(x) = log, x, f(x) = 2* fonksiyonlarinin grafiklerinin birim fonksiyona gore simetrik
oldugu gortilmektedir. f(x) = log, x, f(x) = 2* fonksiyonlari birbirinin tersidir. Birinin
tanim kiimesi digerinin deger kiimesidir.
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f(x) = log, x f(x) =27

8 3 3 8
4 2 2 4
2 1 1 2
1 0 0 1
1/2 -1 -1 1/2
1/4 -2 -2 1/4
1/8 -3 -3 1/8
T ==
o - -+ P
) () =log 2 x
I X
3 4 -3 -2 -1 1

Sekil 8.10: Ustel ve Logaritmik Fonksiyonun Ayni Grafik Diizlemde Gésterimi
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Uygulamalar
2000 ve 2010 yilarinda yapilan genel niifus sayimlarina gore Tirkiye’nin niifusu
asagidaki tablo ile verilmistir.

Sayim Niifus
21.10.2000 57 000 000
22.10.2010 68 580 000

Bu verilere gore Tiirkiye'nin yillik niifus artis hiz1 yaklasik %1,85’tir. Ayn1 artis hizinin
surecegi kabul edilerek Tiirkiye’nin 2010’den sonra gelen bir t yilindaki P niifusu;
N(t) = k.e00185t
N(0) = k.e%01850 = 57,000.000
k = 57.000.000

N(t) = 57.000.000 ¢®0185¢

N(t) = 57000000. %0185t [t = 0 (2000 y1l1 igin) biciminde modellenebilir.]
T = 20 ise, (2020 yilinda)

N(t) = 57.000.000 - 018520 ~ 82.520.000
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Uygulama Sorular

1) f(x) = a.3**! + b listel fonksiyonun grafigi asagida verilmistir. Bu grafige gore f(0)

kagtir?
F
Jtx)
> X
Cozim:
x=—1licinf(x) =6 6 =a3 ™ +b a3°+b=6 a+b=6
x = ligin f(x) = 22 22 =a3"'+b a32°+b=6 9a+b=22

Bu durumda;
9a + b = 22
—a—b=-6
Her iki taraf, taraf tarafa toplanirsa;
8a =16 a=2
ve buradan b = 4 bulunur.
flx) =231+ 4

fx) =231 +4 =10
olarak bulunur.

2) 2*71 = 6 ise x kactir?
Coziim:
x—1=2% x—1=64 x=63

3) In(logx) =0 isex =7

Cozum:

[n tabani e olan logaritmadir.

logx=¢e° logx=1 x=10! =10

4)y =5 — x? — logs(x + 7) fonksiyonunun tanim kiimesi nedir?

Cozium:
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Logaritma fonksiyonu pozitif sayilar i¢in tanimlidir. Dolayisiyla,
x+7 >0 yani x > —7 olmalidir.

5) y = log,x ise y = 5 i¢in x kactir?

Cozum:
5=log,x » x=2°=32
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boéliimde iistel ve logaritmik fonksiyonun ne olduklar tartisiimis, bu fonksiyonlarin
grafiklerinin cizimlerinin yapilis1 anlatilmistir. Ustel ve logaritmik fonksiyonun kullanim
alanlar1 ve aralarindaki farka vurgu yapilmis ve niifus problemi o6rnegi ile konu
desteklenmistir.
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Boliim Sorulan
1) y = 291* 4+ 3 fonksiyonu ne tip bir fonksiyondur?
a) Polinom fonksiyon
b) Dogrusal fonksiyon
c¢) Kuadratik fonksiyon
d) Ustel fonksiyon
e) Logaritmik fonksiyon

2) Niifusu 2500 olan bir kasabanin niifus artis hiz1 yillik % 2 olduguna gore 5 y1l sonraki
kasabanin tahmini niifusu en yakin tamsay1 olarak ne kadar olur?

a)2706  b)2750  ¢)2760 d)2815  e)3000

3) f = 16* fonksiyonunda f(1/4) kagtir?
a) 2 b) 4 c1/2 d)1/4 e) 16

4) f(x) = 167* fonksiyonunda f(1/2) degeri asagidakilerden hangisine esittir?
a) 2 b) 4 c)1/2 d) 1/4 e) 16

5) logg(x — 2) + logg(x + 3) = 1 esitliginin ¢ozlim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a){4,-3}  b){3} J{=23} d{-43} e){}

6) f(x) = 4* fonksiyonu icin, f(—2) kactir?
a)1/32 b)1/16 )1/8 d)1/4 e)-1/16

7) y = In (x — 3) fonksiyonunun tanim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
a) (=,0)  b)(0,@) ¢J(B,») d)[3,0) e) (-, ™)

8) log, 16 + log;(1/9) degeri kaca esittir?
a) —4 b)—-2 ¢)J1 d)2 e) 4

9) 15000 niifuslu bir ilgenin niifusu her y1l % 3 artmaktadir. Ilcenin bu niifus artisi ile kag

y1l sonra niifusu 16883 olur?
a) 1 b)2 ¢3 d)4 e)5

10) Niifusu 40.000 olan bir ilgenin niifus artis hiz1 yillik %3 olduguna gore 4 yi1l sonraki
kasabanin tahmini niifusu en yakin tamsayi1 olarak ne kadar olur?
a) 44800 b) 45020  ¢) 48000 d) 52000 e) 60000

Cevaplar

1)d, 2)c 3)a, 4)d, 5)b, 6)b, 7)c, 8)d, 9)d, 10)b
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9. FiNANS MATEMATIGI
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Bu Boliimde Neler Ogrenecegiz?
9.1. Faiz Problemi
9.2. Basit Faiz
9.3. Bilesik Faiz Formiili
9.4. Bugiinki Deger Hesaba
9.5. Efektif Faiz
9.6. Antiite Hesabi
9.7. Aniiitelerin Bugiinki Degeri
9.8. Antiitelerin Gelecekteki Degeri
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Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
1) Basit faizle bilesik faiz arasinda ne fark vardir?
2) Glinlimiizde basit faiz nerede uygulanmaktadir?
3) Aniiite ne demektir?
4) Kredi geri 6demeleri hesabi nasil yapilir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

T Basit Faiz = Problemini e

Basit Faiz hesaplayabilmek Okuyarak, fikir yiirtiterek

Bilesik Faiz Formiili Bilesik  Faiz  Formiiliini Okuyarak, soru ¢ozerek

kavramak

Bugitinkii Deger

Denklemleri ¢6zebilmek

Okuyarak, soru ¢ozerek

Aniiite Hesaplari

Taksit hesab1 yapabilmek

Okuyarak, uygulama
yapma, soru ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar
Basit Faiz
Bilesik Faiz
Efektif Faiz
Bugtinki Deger
Antiite (Taksit Hesabi)
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Giris

isletmeler ve sahislarin sahip olduklar1 mal veya sermayenin kullanim hakkini belirli bir
sure icin belirli bir getiri orani ile bir bagkasina devredilmesi siirecinde elde edilen getiri
faiz olarak adlandirilmaktadir. D6nem sonunda anaparaya eklenmesi veya eklenmemesi
durumuna gore faiz basit ve bilesik faiz olarak ikiye ayrilmaktadir. Her iki kullanim da
matematiksel anlamda aritmetik ve geometrik dizilerin bir uygulamasi olarak
incelenebilir.

Finans matematigi boliimiinde amag¢ oOgrenciyi paranin zaman degeri hakkinda
bilgilendirerek iistel fonksiyonlar, logaritmik fonksiyon ile birlikte dizi ve serilerin
isletme uygulamalar1 sunulmaktadir. Ilerleyen béliimlerde limit kavraminin agiklanmasi
ile birlikte finans matematiginin daha detayli uygulamalarina tekrar deginilecektir.
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9.1 Basit Faiz
Belirli bir anaparanin P belirli bir faiz orani tizerinden (r), belirli bir zaman periyodunda

(t), her donem icin ayri ayr1 hesaplanmasi sonucu elde edilen faiz basit faiz olarak
adlandirilir. Yukaridaki sembollerin kullanilmasi ile birlikte basit faiz formiilii asagidaki
gibi verilebilir.

[ =P.r.t
Dikkat edilecek nokta faiz orani ve zaman periyodunun uygun hale getirilmesidir. Ornegin
anaparanin 44 hafta degerlendirilmesi durumunda, t = 44/52 = 0,846 olarak
diizenleme yapilmalidir.
Ornek:
8000%$’lik anaparanin iki y1l boyunca %8 basit faiz ile degerlendirilmesi sonucu elde
edilecek faiz getirisini hesaplayiniz.
b) 4000$'lik borg¢ 9 ay sonra %10 basit faiz ile geri 6denecektir. Geri 6denmesi gereken
miktar1 hesaplayiniz.

a)
[ =P.r.t = 8000.0,08.2 = 1280 %
b)
t="9/1,=075
[ =P.r.t = 4000.0,10.0,75 = 300$%
Ornek:

Bir yatirnmci %8 basit faize gore 3 ayligina yatirdigi parasina 400$ faiz almistir.
Yatirimcinin degerlendirdigi anapara ne kadardir?
Cozum:
t=3/12=0,25
oldugundan,
I =P.r.t
400 = P.0,08.0,25
P =400/0,08.0,25
P =2000%

9.2 Basit Faiz ile Yatirnmin Gelecekteki Degeri
Paranin gelecekteki degeri icin S semboliiniin kullanilmasi halinde bir yatirimin

gelecekteki degeri,

S=P+1
veya

S=PA+r.t)

formiilii ile hesaplanmaktadir. Benzer bicimde bir yatirimin ge¢cmisteki degeri tersine bir
hesapile P = § - [ bagintisiile elde edilebilir.
Ornek:
1200$ tutarindaki bir anapara %12 basit faiz altinda bankaya yatirilmistir. Kag y1l sonra
yatirilan anapara 1800$ miktarina ulasir?

S=P+1

1800 = 1200 (1 +0,12.¢t)
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t =600/144
t=4,17 y1l

9.3 Bilesik Faiz

Basit faiz kavraminin giinliik hayat icerisindeki uygulamalar: kisith olmaktadir. Bunun
yerine donem icerisinde elde edilen getirilerin de tekrar anapara igerisine eklendigi
bilesik faiz uygulamalarina ise siklikla basvurulmaktadir.

P donem basinda elde bulundurulan anapara miktarini temsil ettigini varsayalim. Dénem
icerisinde faizin r olmasi hilinde dénem sonunda elde edilecek faiz P.r olarak
gerceklesecektir. Bu faizin tekrar anaparaya eklenmesi ile birlikte donem sonunda elde
edilen faiz ile birlikte anapara yani P + P.r bulunacaktir. Benzer bir bigimde
gerceklestirdigimiz islemi ardisik donemler i¢in inceleyecek olursak asagidaki sonug elde
edilir.

t=0->P
t=1->P+Pr=P(1+r)
t=2->PA+r)+PA+nr).r=PA+r)[1+7]=P(+r)?
t=n >PA+)"1+PA+r)"Lr=PA+r)"1+7r]=PA+r)"

Boylelikle, r faiz orani ile n dénem boyunca degerlendirilen P miktarindaki
anaparanin gelecekteki degeri S ile gosterilmek tzere, asagida verilen formiil ile elde
edilecektir.

S=P.(1+nr)"

Bilesik faiz ile basit faiz arasindaki en 6nemli fark, bilesik faiz altinda her bir
yatirim periyodunun sonunda anaparadan elde edilen faizin tekrar anaparaya
eklenmesidir. Bu sekilde anaparada iistel bir biiyime saglanmaktadir. Basit faizde
paranin gelecekteki degerini ifade eden fonksiyon dogrusal fonksiyon olmasina karsin
bilesik faiz ile paranin gelecekteki degeri tistel bir fonksiyondur.

Ornek:
2000 TL’lik bir yatirimin 4 sene boyunca %8 bilesik faiz ile degerlendirilmesi sonucu ne
kadar getiri elde edilebilecektir?
Cozum:
S=P(1+nr)*
§ =2000 (1 + 0,08)*
S =2000.1,3605 = 2721
Getiri (Faiz Miktar1) = 2721 — 2000 = 721 TL

Yukaridaki 6rnekte belirli bir faiz orani altinda yapilan yatirnmindan belirli bir dénem
sonunda elde edilecek kazan¢ hesaplanmistir. Benzer bicimde faiz orani ve gelecekteki
deger biliniyor iken donem sayisi logaritma kullanarak elde edilebilecektir.
Ornek:
Bir yatirimin %8 bilesik faiz ile iki katina ¢ikabilmesi icin yaklasik kag y1l gecmelidir?
Cozim:

2P =P-(1+0,08)"

2 =(1,08)"
log2 =log (1,08)"
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0,301 =n.0,33
n =912yl
Ornek:
800%’lik yatirnm %kag bilesik faiz altinda degerlendirilirse 4 yil igerisinde 134,88%
kazandirir?
Coziim:
800 + 134,88 = 800(1 + r )*
934,88 = 800 - (1 +7r)*
1,1686 = (1 +r)*
r=1411686 —1

r=004=%4%
Yukarida incelenen drneklerde her bir donem 1 yil olarak degerlendirilmistir. Ancak
donemler bazen bir yilin altinda alt1 aylik, ti¢ aylik, aylik ve hatta gtinltik olarak goz 6niine
alinabilir. Bu gibi durumlarda dikkat edilecek nokta paranin degerlendirilecegi toplam
donem sayisini belirlemektir. Ayni zamanda, yil igerisindeki donem sayisinin birden fazla
oldugu durumlarda bir y1l icin dénem sayis1 ve faiz orani yeniden hesaplanarak asagida
verilen formiil elde edilecektir.
Donem sayis;;, n - k.n
Faiz orani; r = 1 / k olmak lizere,

S=PA+nr)"

s=P[1 +£]k'n

Ornek:
%8 yillik faiz lizerinden Ug aylik olarak bankaya yatirilan 500 TL’lik bir yatirim 4 yilin
sonunda ne kadar olur?

Coziim:
r kn
— n _— —
S=P(1+7) —P[1+k]
0,08 4.4
S = 500. [1 = ]
S = 500.[1 + 0,02]
S = 686,4 TL
9.4 Efektif Faiz

Y1l icerisindeki donem sayisinin artmasi ile birlikte efektif faiz oram1 kavrami ortaya
cikmaktadir. Nominal faiz orani her bir yatirim icin ayni olsa dahi yil icerisindeki donem
sayis1 arttikca yatirimcinin elde edecegi getiride artis meydana gelmektedir.

Tablo 9.1 Dénemlik Faiz Kiyaslamasi

Mevduat Tiiri Doénem Sayisi Efektif Oran Hesabi Getiri Orani
Yillik 1 (1+0,12)—-1=1,12-1 %12
Alti-ayhik 2 (1+0,12)2—1= 11236 -1 %12,36
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Ug-aylik 4 (1+012)%—1= 112551 %12,55

Aylik 12 (1+0,12)2—-1=1,1268—1 | %12,68

Giinliik 365 (1+0,12)35 - 1= 11274—1 | %12,74

bankaya 1$ yatiran yatirimci yil icerisindeki donem sayisi 1 iken 1,12 $ elde etmekte,
yatirimin alti1 aylik olarak yapilmasi durumunda yani donem sayisi iken dénem sonunda
yatirimcl 1,1236 $ elde etmektedir. Daha detayli bir inceleme ile Tablo 9.1 elde
edilecektir.

Goruldugi tizere her bir durumda nominal faiz orani %12 oldugu halde dénem sayisi
arttikca elde edilen kazang artmaktadir. Yukaridaki tablonun son stitununda verilen getiri
orany, efektif faiz orani olarak adlandirilmakla birlikte paranin gelecekteki degeri formiilii
kullanilarak elde edilebilecektir.

rikn
P(1+r)”=P[1+E]
rakn
(1+7)" = [1+E]
(1+7)= [1+£]k

rik
Ornek: Bir yatirimci parasin1 % 6 nominal faiz {izerinden tig-ayhk veya % 6,1 lizerinden alti-aylik
olarak degerlendirme sansina sahiptir. Sizce hangi alternatifi tercih etmelidir?
Cozum:

. 0,06]%
%6icin;  Top = [1 +228" — 1= 0,0614 = % 6,14
% 6,1 icin;

0,0617°
Tef = [1 +T —1=0,0613 = % 6,19

Ikinci alternatife ait efektif oran daha yiiksek oldugundan % 6,1 teklifi tercih edilmelidir.

9.5 Bugiinkii Deger

Zaman zaman bir yatirimin gelecekteki degerini bilmek kadar bugilinkii degerini bilmek
de dnem kazanmaktadir. Gelecekteki degeri bilinen bir yatirimin belirli bir faiz orani
altinda bugilinkii degerini hesaplamak icin bir dnceki boélimde verilen bir yatirimin
gelecekteki degeri denklemi kullanilacaktir.

S=PA+nr)"
Yukarida verilen denklemin her iki tarafi (1 + r)™’e oranlandig: takdirde bir yatirimin
gecmisteki degeri formiilii elde edilir.

s PA+P" s
A+ (A+r)" TS
P=S1+7r)™"

Benzer bir bicimde bir yil icerisindeki donem sayisinin birden fazla olmasi

durumunda,
—-k.n

P=S[1+£]
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bagintisi kullanilabilecektir.

Ornek:

Dort yil sonra universite egitimine baslayacak ¢ocugunuzun masraflarini karsilamak
amaciyla bankaya bir miktar para ayirmak istiyorsunuz. Dort yilin sonunda bankadaki
miktarin %12 bilesik faiz altinda 10.000TL olabilmesi i¢in bugiin bankaya yatirmaniz
gereken para miktar1 nedir?

Coziim:
P=S(1+r)™
P =10000(1+0,12)~*
P =10000.(0,6355) = 6355 TL
9.6 Aniiite

Yatirnmlarin bugtinkii veya gelecekteki degerini incelerken biiyiik miktarlarda paralarin
bugiinkii veya gelecekteki degerlerinin hesaplandigini gortriiz. Ancak gergek hayatta her
bireyin biitcesi bu kadar biliylik miktarda paralar1 bor¢lanmay1 karsilayamayacaktir.
Ornegin egitimi icin para biriktirmek isteyen babanin nakit 6.355 TL’si bulunmayabilir.
Gercek hayatta bu gibi durumlarda 6demelerin belirli donemlerle esit taksitlere
ayrildigim goriiriiz. iste belirli dénemlerle esit taksitlerde 6denecek bu miktarlar aniiite
olarak adlandirilmaktadir.
Ardisik iki terimi arasindaki oran sabit olan diziler Geometrik Dizi olarak adlandirilir.
Geometrik dizinin ardisik terimleri arasindaki bu sabit orana ortak ¢arpan adi verilir.
a,,a,,as, -, a, bir geometrik dizinin terimleri olmak izere, (a,, dizinin n. terimi)
terimler arasindaki oran sabit oldugundan (k), her bir terim dizinin ilk terimi olan a1
cinsinden ifade edilebilir.
a; =a;; ay=a.k; a3=a.k% a,=a.k3 -; a,=a.k"?!
Finans matematiginde antiitelerin bugiinkii ve gelecekteki degerinin hesaplanmasinda
geometrik dizi (geometrik seri) toplam formiilti kullanilmaktadir. Bu noktada geometrik
dizide ilk n terim toplaminin hesaplanmasina iliskin formiiliin bilinmesi gerekmektedir.
Bu konu ayr bir baslik altinda incelenmeyecek, antiitelerin bugiinkii ve gelecekteki
degerleri toplami altinda formiillerin ¢gikarilisi agiklanacaktir. Ancak kisaca geometrik seri
terim toplami formiilii asagidaki gibidir.
g @@k
1-k
9.6.1 Aniiitenin Bugiinkii Degeri
Aniiite icerisindeki her bir esit 6deme miktarinin bugilinkii degerleri toplami aniiitelerin
buglinkii degeri olarak adlandirilir. Antiiteler 6demelerin yilsonu ve yilbasinda olmasina
gore ikiye ayrilmaktadir. Simdi aniiitelerin bugiinkii degeri formiiliinii elde etmeye
calisalim.

205



0

1
R R R - R R

R(1+i) ! <—,

R(1+i) 2 =

R(1+i)°

A

A

R(1+i)™!

A

+ RO+
A

A=RA+D1T+RA+D2?+RA+D3+-+RA+D)™
A=RA+)L[1+RA+DT+RA+DZ2+RA+D3+ -+ RA+i) "]
_RA+DTM1-A+ D™ RI1-(1+D)™

A 1—-(1+0)¢ TA+)[A-a+0)1
CR[-(1+D)™]
1+ -1

Odemelerin n dénem boyunca siirecegi ve ilk 6demenin birinci yilin sonunda yapilacag
varsayimi altinda antiitelerin bugiinki degeri toplamy,

1-Q+D™
—]

A=R][
Ornek:

Her yil sonunda %6 bilesik faize gore 10 yil boyunca yapilan 100TL’lik 6demelerin
buglinkii degerleri toplamini elde ediniz.

Cozum:
0 1 2 3 9 10
100 100 100 100 100

A

1—(1+0,06)710)
0,06

=00
l

= 100.[

0,06
aYukarida verilen 6rnekte ddemeler her yil sonunda gerceklesmektedir. Ancak daha
onceki boltimlerden de hatirlayacagimiz iizere édemeler yil icerisinde birden fazla kez
gerceklesebilir. Bu durumda yukarida verilen antiitelerin bugiinkii deger formiild, k bir
yll icerisindeki donem sayisi olmak lizere, asagidaki gibi diizeltilmelidir.

6
A =100. =736 TL
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-kn
[1 -(1+7) ]
A=R. .
k
9.6.2 Aniiitenin Gelecekteki Degeri
0 1 2 v m2 m1oom
R R ceens R R R
Y R
R(1+i)
> R(1+i)°
> R(1+)"
» R(1+)™!

S=R+RA+)+RA+D*+RA+D*+--+RA+D)"?
S=R[1+A+)+QA+)*+@A+)3*+--+Q+D"]
R[1-(1+D" 1-aQ+)" A+ -1
1=+ —i =R i

Aniiitelerin gelecekteki degeri, donem icerisinde yapilan her bir édemenin dénem
sonundaki toplam degeridir. Aniiitelerin bugiinkii degerine benzer bir bicimde elde edilir.
Odemelerin n dénem boyunca siirecegi ve ilk 6demenin birinci yilin sonunda yapilacag
varsayimi altinda antiitelerin gelecekteki degeri toplami,

1+H"-1

i

S=R.[

Ornek:
Her y1l sonunda %8 bilesik faiz ile 10 yil boyunca bankaya yatirilan 1000$' 1 10. yil
sonundaki toplam degerini hesaplayiniz.

Coziim:
0 1 2 3 9 10

| | | L L
100 100 100 100 100

(1+40,08)° -1
0,08
Yukarida verilen 6rnekte ddemeler her yil sonunda gerceklesmektedir. Ancak daha
onceki boliimlerden de hatirlayacagimiz iizere 6demeler yil icerisinde birden fazla kez
gerceklesebilir. Daha 6nce de aciklandigi lizere yukarida verilen aniiitelerin gelecekteki
degeri formili, k bir yil icerisindeki donem sayisi olmak flizere, asagidaki gibi

diizeltilmelidir.

A:R,[w

] — 1000. l — 14486,25 TL
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Ornek:

SOLE Tekstil kullanmakta oldugu bir érme makinesini iki sene sonra degistirmeyi
planlamaktadir. Makinenin ikinci yil sonundaki hurda degeri 4.000$, alinmasi diisiiniilen
makinenin degeri ise 20.000%’dir. Makineyi satin alabilmek amaciyla bir fon olusturulacak
ve iki y1l boyunca her ay sonunda esit miktarda para bu fonda degerlendirilecektir. Yillik
bilesik faizin %12 olmasi halinde her ay sonunda fona yatirilmasi gereken para miktarini

bulunuz.
0 1 2 3 24
| | | | |
R R R R R
| —
20.000$
(4.000%)
Coziim:

(1+%2)" 1

20000 — 4000 =R

0,12
12
0,2697
16000 = R [ 0.01 ]
R =593,25%
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Uygulama Sorular
1) Bir firma yillik %20 kar saglayan bir ise her y1l 1000 TL yatirim yapmaktadir. Yapilan
yatirimlarin 10. y1l sonundaki degerini bulunuz.
S=P.J1+)+@Q+D*+@+D3+-+ 1+
§=1000[(14+02)+(1+0,2)2+(1+0,2)3+--+(1+0,2)9]
$=1000[(1,2) + (1,2)% + (1,2)3 + --- + (1,2)1°] = 10005,
1- 1,21"] _1,25192

-1z |~ 02 = 31,152

S =1000S; = 1000.31,152 = 31152
2) 3000$'lik bir borg 6 yil icerisinde geri 6denmek tlizere aliniyor. 500$ tutarindaki ilk
taksit birinci yilin sonunda, 1500 $ tutarindaki ikinci taksit tiglincii yilin sonunda
o0denmek zorunda olduguna gore, altinci yilin sonunda 6denmesi gereken miktar yillik

51=1,2I

faizin %6 olmasi durumunda hesaplayiniz.

0 1 2 3 4 5 6
30008 500% 1500% X

A Al

3000 = 500 (1 +0,06)-1+ 1500 (1 + 0,06)-3 + x (1 + 0,06)-6
3000 = 500 (0,9434) + 1500 (0,8396) + x (0,7049)
3000 =1731,1+0,7049x
1268,9 = 0,7049x
x = 1800%

3) Bundan ti¢ y1l sonra 6denmek tlizere 600$ ve alt1 y1l sonra 6denmek tizere 800$’lik
borg¢lariniz oldugunu varsayalim. Borcu aldiginiz kisi tiglincii yilda 6demeniz gereken borcu
erteleyerek besinci yilda tek bir 6deme yapmay: teklif ediyor. Yillik bilesik faizin %38
tizerinden alti-aylik hesaplanmasi durumunda besinci yillda yapmaniz gereken édeme ne
kadardir?
Coziim:

| | | |

0 1 2 3 4 5 6

L

0,08\* 0,08\ 2
X = 600. (1 + T) + 800. (1 + T)
x = 600.1,0824 + 800.0,9612
x = 1418,39
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4) 100 TL'yi %12 faiz orani ile bankaya yatirdigimizda, paranin 1. y1l sonundaki toplam
miktar1 ne kadar olur?
Coziim:

S=P.(1+i)=100.(1+0,12) =100.1,12 =112 TL

5) 100 TL'yi %10 faiz orani ile bankaya yatirdigimizda, paranin 2. yil sonundaki toplam
miktar1 ne kadar olur?
Cozum:

S=P.(1+1i)=100.(1+0,10)2 =100.1,21 = 121 TL

6) Aylik vadeli mevduata uygulanan yillik faiz oram1 %12 ise 100 TL’yi bankaya
yatirdigimizda, paranin 1. ay sonundaki toplam miktari ne kadar olur?
Coziim:

0,12

s=P.(1+1)=100.(1 +%%) = 100.1,01 = 101 TL
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu boliimde basit faiz, bilesik faiz, efektif faiz, baranin bugiinkii degeri, gelecekteki degeri,
efektif oran, aniiite kavramlar1 verilmistir. Bu kavramlar isletmeciligin temel
konularindandir. Konunun iyi anlasilmasi i¢in ¢okga tekrar edilmesinde yarar vardir.

211



Boliim Sorulan
1) %8 nominal faiz ile bankaya yatirilan para li¢ y1l sonunda 6298,56 TL olduguna gore

baslangi¢ta yatirilan anapara ne kadardir?
a) 6000 b) 5500 ¢) 5000 d) 4000 e) 3500

2) %10 yillik nominal faizle vadeli mevduat hesabina 1000 TL para yatiran bir kisinin ii¢
sene sonunda mevduat hesabinda toplam ne kadar parasi olur?
a) 1000 b) 1100 c) 1210 d) 1300 e) 1331

3) Bankadan dosya masrafsiz ve vergiler dahil %6 nominal faiz orani (Aylik mevduat
hesabina uygulanan yillik faiz orani1 %6’dir) ile gekilen 6000 TL kredinin 12 ay boyunca
geri 6demesinde, aylik 6deme yaklasik tam sayi ile ne kadar olur?

a) 502,5 b) 517 c)520 d)525 e) 550

4) Bir tilkedeki enflasyon orani son 2 yilda sirasiyla %5 ve %7 olarak hesaplandigina gore
donem basinda ¢cavdarli 6zel ekmegin fiyat1 2 liradan iki y1lin sonunda yaklasik olarak ka¢
liraya ¢ikmis olur?

a) 2,25 b) 2,00 c)2,10 d)2,75 e) 3,00

5) Yillik nominal faiz %12 ise, yillik vadeli mevduata 100 TL yatirim yapan bir kisi ka¢ TL
faiz geliri elde eder?
a) 100 b) 112 c)110 d)51 e) 12

6) Her ayin sonunda aylik vadeli mevduat hesabina 100 TL yatiran bir 6grencinin
ylsonunda bankadaki toplam parasi yaklasik tamsayi ile ne kadar olur? (Aylik mevduat
hesabina uygulanan yillik nominal faiz orani %6’dir)

a) 1233,56 b) 1300,25 c) 1200,05 d) 1180 e) 1050,66

7) Bir {riiniin birim satis fiyatinin %40°1 birim kar ise, liriiniin birim maliyet lizerinden
bu kar ytizde kag olur?
a) 60 b) 55 c)50 d)67 e) 25

8) Bir iilkede enflasyon orani, reel faiz oranlarindan yiiksek ise asagidakilerden hangisi
olur?

a) Reel biiylime pozitif olur.

b) Reel biiylime negatif olur.

c) Ayni para ile daha fazla miktarda tirtin satin alinir.

d) Ayni para ile ay1 miktarda tiriin satin alinir

e) Ekonomi iyiye gider.

9) 3+ 9+ 27 + -+ + 31%) =? toplami kagtir?

a) 9840  b)49049  ¢)177147 d) 29523  €) 88572
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10) %10 y1llik nominal faizle vadeli mevduat hesabina 100 TL para yatiran bir kisinin iki
sene sonunda mevduat hesabinda toplam ne kadar parasi olur?
a) 100 b) 110 c)112  d)120 e) 121

Cevaplar

)c, 2)e, 3)b, 4)a, 5)e, 6)a, 7)d, 8)b, 9)e, 10)e
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10. FONKSIYONLARDA LIiMIiT VE SUREKLILIK
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
10.1. Limit Tanimi
10.2. Sagdan Limit
10.3. Soldan Limit
10.4. Sonsuzda Limit
10.5. Siireklilik Kavrami
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
1) Fonksiyonlar i¢in limit nasil tanimlanir?
2) Bir fonksiyon ne zaman siirekli, hangi durumda stireksiz olur?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Limit Bir fonksiyonun belirli bir noktada | Okuyarak, fikir ytirtiterek,

limitini belirleyebilmek

ornek soru ¢ozerek

Sagdan Limit

Bir fonksiyonun belirli bir noktada
sag limitini belirleyebilmek

Okuyarak, fikir yiirtiiterek,

tekrar yaparak

Soldan Limit

Bir fonksiyonun belirli bir noktada
sol limitini belirleyebilmek

Okuyarak, fikir ytriterek,

tekrar yaparak

Sonsuzda Limit

Bir fonksiyonun sonsuzda limitini
belirleyebilmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,

ornek soru ¢ozerek

Sireklilik

Bir fonksiyonun belirli bir noktada
surekli olup olmadigini
belirleyebilmek

Okuyarak, fikir ytriiterek,

ornek soru ¢ozerek
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Limit

Sag Limit

Sol Limit
Sonsuzda Limit
Stureklilik

Anahtar Kavramlar
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Giris

Bir fonksiyonun belirli bir noktadaki limiti, o noktaya gittikce daha yakin degerler
verildiginde fonksiyonun degerinin bir sabit sayiya yaklasmasi durumu olarak ifade
edilebilir. Fonksiyonun degerini sabitlendigi say:1 ise limit degeri olarak adlandirilir.
Buradan hareketle y = f(x) seklinde verilen bir fonksiyonun bir ¢ noktasindaki limiti i¢cin
asagidaki tanim verilebilir.
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10.1 Limit Tanimi
Tanim 1: ¢ € R ve L € R olmak lizere, eger x degeri c¢ sabit sayisina yaklasirken f(x)

degeri de L sabit sayisina yaklasiyorsa “f (x) fonksiyonunun x = c¢ noktasindaki limiti
L’dir.” denir ve asagidaki bicimde ifade edilir.

lim f(x) =L

X—C
x degerinin c sayisina yaklasmasina bir drnek verilecek olur ise;
Ornegin x'in ¢ = 1’e yaklagmasi iki sekilde olabilir. Birincisi 1 sayisina sagdan yaklasmak
(I’den biiyiik degerlerin oldugu taraftan yaklasmak), ikincisi ise 1 sayisina sol taraftan

yaklasmak (1’den kii¢iik degerlerin oldugu taraftan yaklasmak) demektir.
|

Soldan Yaklasmak - : - Sagdan Yaklasmak
|
¢ . ¢ . ¢
0 0,5 1 1,5 yJ
Soldan Yaklasmak Sagdan Yaklasmak

ak o | g
¢

0 05 09 09 0999 0999 1 1,0000 1,000 1,01 L1 15 2

Soldan yaklasildiginda;

x| 07 | 08 | 09 [ 095 | 099 | 0999 | 09999 | 099999 |
Sagdan yaklasildiginda;
(x| 1,00001 | 10000 | 1001 | 101 | 105 | 11 | 12 | 13 |
Ornek:
y
fx) = 3x?

Sekil 10.1: Bir Fonksiyonun Limiti
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x = 1’e soldan yaklasildiginda, x ve f(x) degerleri;

x 0,7 0,8 0,9 0,95 0,99 0,999 0,9999
f(x)| 1,47 1,92 2,43 2,7075 2,9403 2,994003 2,9994

x = 1’e sagdan yaklasildiginda, x ve f(x) degerleri;

x |1,0001 | 1,001 1,01 1,05 1,1 1,2 1,3
f(x)| 3,0006 |3,006003| 3,0603 | 3,3075 3,63 4,32 5,07

Yukarida verilen érnekte, f(x) = 3x? fonksiyonunun x = 1 noktasina yaklastik¢ca aldig
degerler hem grafik hem de tablo halinde yer almaktadir. Grafikten ve tablodan
goriilebilecegi iizere f(x) fonksiyonunun degeri, x degiskeninin degeri 1’e yaklastikea, 3
sayisina yaklasmaktadir. Diger bir ifade ile f(x) fonksiyonunun x = 1 noktasindaki limit
degeri 3’tir.

lim f(x) = lim3x2 =3

x-1 x-1
Bir fonksiyonun bir noktada limitini var olmasi i¢in o noktada tanimli olmasi gerekmez.
Diger bir ifade ile limit degeri, fonksiyonun aldig1 bir deger olmak zorunda degildir, sadece
fonksiyonun yaklastig1 bir degerdir.
Ornegin asagida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonunun x = 2’ye yaklasirken limiti 3
olmasina karsin, x = 2 noktasinda fonksiyonun aldig1 deger 2 dir [f(2) = 2]. Dikkat
edilirse fonksiyonun almis oldugu deger ile limit degeri birbirinden farklidir.Fonksiyonun
grafigi incelenirse tam x=2 de grafigin Uzerinde bulundugu nokta ac¢ik olarak
belirtilmistir.

Yukarida limit ile ilgili verilen sezgisel tanim, matematiksel ifadelerle Tanim 2’de verildigi
gibi ifade edilebilir.

Tanim: f(x), c noktasini igeren bir ac¢ik aralikta tanimli olan (¢ noktasinda tanimli olmak
zorunda degil) bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 reel sayisina karsilik asagidaki kosula
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uygun bir § > 0 sayist bulunabiliyorsa, f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasindaki limit
degeri L’dir.
Her x € (¢ — 6,c + §) icin;

lf(x)—Ll<e
Yukarida verilen matematiksel tanima gore; bir f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasindaki
limit degeri L ise, x yerine ¢ sayisina yakin (en fazla § uzaklikta) degerler yazilarak f(x)
fonksiyonunun degeri L sayisina istenildigi kadar (& kadar) yakinlastirilabilir.
Ornek:
f(x) = 5x fonksiyonunun x = 1 noktasindaki limitinin 5 oldugunu limit tanimindan
yararlanarak gosteriniz.
Cozum: QT{‘ 5x =5 olsun. Bu durumda sirasiyla,

If(x) — Ll <e
|5x — 5| < ¢
S5lx—1| <e
£
|X—1|<§

esitsizlikleri elde edilir. Burada eger § = ¢/5 olarak secilirse, ispat tamamlanmis olur.
Diger bir ifade ile, eger f(x) = 5x fonksiyonunun degerinin 5 sayisindan farkinin érnegin
0.1 den daha az (|f(x) — 5| < 0.1) olmasini istiyorsaniz, x e vereceginiz deger 1 sayisina
0.1/5 sayisindan uzak (yani x € (1 — 0.1/5; 1 + 0.1/5) olmalidir) olmamalidir.
Yukarida verilen 6rnekte limiti aranan noktada fonksiyon tanimsiz degildi. Ayrica
fonksiyon, limiti aranan noktanin saginda ve solunda farkli karakter gostermiyordu. Bu
tip durumlarda, limit hesaplanacak olan nokta dogrudan fonksiyonda yerine yazilarak da
limit bulunabilir.
lim5x =5-1=5

x—1
Not: Bir fonksiyonun bir noktada limitinin var olmasi demek, o nokta icin hesaplanan limit
degerinin bir reel say1 olarak bulunmasi1 demektir.

Ornek:
_xP—x-1
fe ==
Fonksiyonunun x = 1 noktasina yaklasirken limitini inceleyiniz.
Cox?—x-1
lim————=7

-1 x—1
Niimerik C6ziim:

x f(x) x f(x)
0.9 2.82 1.1 3.2
0.9998 2.9996 1.003 3.006
0.999994 | 2.999988 1.0001 3.0002
0.9999999 | 2.9999998 1.000007 3.000014
\ ! l \
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len11_ x—1 =3 e xllglJf x—1 =3
Coxt—-x-1
lim = 3
-1 x—1

10.2 Limit Kurallan
lim f(x) = Ly, lim g(x) = L,, k € R ve P(x) bir polinom olmak iizere limit alma kurallari
xX—a xX—a

asagidaki maddeler halinde 6zetlenebilir.
1. iki fonksiyonun toplamlarinin (farklarinin) limiti, fonksiyonlarin limitlerinin
farkina esittir.
lim[f(x) + g(0)] = lim £(x) # lim g(x) = Ly + Ly
. xX—a xX—a xX—a
2. Iki fonksiyonun ¢arpimlarinin limiti, fonksiyonlarin limitlerinin ¢arpimina esittir.
lim £(x)+ g() = [lim f@)] - [lim g ()| = L. L,
3. iki fonksiyonun béliimlerinin limiti, fonksiyonlarin limitlerinin béliimiine esittir.

Burada o6nemli olan, paydanin sifir olmamasidir. Sifir olmasi durumunda
tanimsizlik olusur.

C[feo] Mmfe) g,
Delgol Timge "1, 7Y

limk:f(x)=k-limf(x) =k-L;
xX—a xX—a
limk =k

Xx—a

limx =a
x—a

lim P(x) = P(a)

xX—a

Ornek:

Asagida hesaplanan limitleri inceleyiniz.
lim2x3+x+3=2-22+2+3=21

N o un s

xX—2
Cox2+2x (-D2+2(-1D) 1
lim = ==
x--1 x—1 -1-1 2
lin}6 sin 2x = sin 2(7/6) = sin(w/3) = V3,2
X—TT
" x2+2x 12+2-1 3
= =——> 00
o x—1 1-1 0

ilgili fonksiyonun x = 1 noktasinda limiti yoktur.

10.3 Sagdan ve Soldan Limitler
Bir fonksiyonun 6rnegin x = 1 noktasindaki limitinden bahsedilirken, ilgili fonksiyonun

x = 1 noktasina yaklasirken aldig1 degerler dikkate alinir. Burada x = 1 noktasina hem
sagdan hem soldan yaklasilmasi s6z konusudur.

Bu arada x = 1 noktasina sagdan ve soldan yaklasirken fonksiyonun aldig1 degerler farkh
degerlere yaklasabilir. Burada 1’e sagdan ve soldan yaklasmak ifadelerini agiklamak
gerekirse, x = 1’e soldan yaklasmak, 1’'in sol tarafindan, yani sifirdan 1’e dogru
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yaklasmak, yani x’e 0,9999 gibi bir deger vermektir. x = 1'e sagdan yaklasmak, 1’in sag
tarafindan, yani 2’den 1’e dogru yaklasmak, yani x’e 1,001 gibi bir deger vermektir.
Buradan hareketle fonksiyonun limiti aranan noktaya yaklasim dogrultusuna gére Sagdan
Limit ve Soldan Limit kavramlari tanimlanir.

10.3.1 Sagdan Limit
Bir f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasina sagdan (c den biiyiik degerlerle) yaklasirken,
yakinsadig1 degerdir ve asagidaki sekilde ifade edilir.

im, £ (x)

10.3.2 Soldan Limit
Bir f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasina soldan (¢ den kii¢iik degerlerle) yaklasirken,
yakinsadigi degerdir ve sagdan limite benzer sekilde asagidaki sekilde ifade edilir.

Jim )

Yukarida tanimlanmis olan soldan ve sagdan limit kavramlarindan yararlanarak bir
fonksiyonun bir noktadaki limitinin varligina iliskin asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 1: Bir f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasindaki limit degeri L’dir, ancak ve ancak
x = c¢ noktasindaki sagdan ve soldan limitler de L ye esit ise:

limf(x)=L & lim f(x) = lim f(x) =L

x—c x—c~ x-ct
Uyart: Bir fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktadaki limit soruluyorsa, soldan ve sagdan
limitler incelenerek o noktada limit olup olmadigina karar verilir.

A

f(x)

|
|
|
| 1F-
|
|
|

— o {3

\/

Sekil 10.2: Grafik Uzerinde Limit Belirleme
Ornek:
Grafigi yukarida verilen f(x) fonksiyonu icin asagidaki limitleri belirleyiniz.

a) lim f()
b) lim f(x)
) Jim /o)
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Cozum:
Yukarida istenen limitlerin hepsi Teorem 1 uyarinca soldan ve sagdan limitler yardimui ile
hesaplanmistir.
a) lim f() = lim f(x) =2
oldugu i¢in lim4f(x) = 2 dir.
x——
b) lim f(x) =-3# lim f(x)=-1
x—>—1" x—--—1%
oldugu icin lim4f(x)limiti yoktur.
xX——
c) lim f(x) = lim f(x) =1
x—1~ x-1F
oldugu i¢in lirr} f(x)=1 olur.
X

Uyart: Fonksiyonun isaret veya karakter degistirdigi noktalarda limit hesaplanirken
soldan ve sagdan limitleri ayr1 ayr1 inceleyerek Teorem 1’e gore limitin varligini
arastiriniz.

Uyar: iki fonksiyonun orani seklinde verilen fonksiyonlarin limiti alinirken belirsizlik
durumu ile karsilasilmasi durumunda, pay ve paydadaki fonksiyonlara uygun
matematiksel islemler yapilarak belirsizlik giderilmeye calisilir. Pay ve paydanin ayri ay1
tiirevlerinin alinmasina dayanan L’Hospital kurali da bu tip durumlarda kullanilabilecek
bir alternatif yontemdir. Burada dikkat edilmesi gereken husus, tanimsiz ve belirsiz
kavramlarinin karistirilmamasi gerektigidir.

0 . . -

—— ifadesi 0’a esittir.

sayt

sayt . . s . “y: . : "

Ty ifadesi sonsuza (o) esittir, yani tanimsizdir. Bu durumda “limit sonsuza gider” yada

“limit yoktur” ifadeleri kullanilabilir.
0 oo

P 1% gibi ifadeler ise belirsizdir. Yukaridaki uyari, bu tip durumlar i¢in gecerlidir.

Ornek:
Asagidaki limitleri inceleyiniz.

Loox-1_ 1-1
) I 2 1211-2
x—1 11

li =10 = —
Ai(x—D(x+2) »vix+2 3

by x—4 4—4 0 Belirsi
m = = = ellrsiz
x>ix—2 ~E—2 O
’ x —4 ’ x—4 x+2
IM——=1(llm '
x24\x — 2 xo4yx —2 Vx+2
(=[x +2)
= lim
x4 x—4
=lim(Vx+2) =4
x—4

0 Belirsi
—0 elirsiz

10.3.3 Sonsuzda Limit

Bu kisma kadar bir fonksiyonun belirli bir noktadaki (x — ¢) limitinden bahsedilmistir.
Bu kisimda ise bir fonksiyon limitinin, x sonsuza yaklasirken (x — oo) nasil hesaplanacagi
tizerinde durulacaktir.
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Not: Sonsuzda limitler daha sonra tiirev konusu kapsaminda 6grenilecek olan grafik
¢oziimiinde 6nemli rol oynamaktadir. $oyle ki, art1 ve eksi sonsuzda fonksiyonun limiti,
grafigi cizilen fonksiyonun uglarinin ne tarafa dogru ¢izilecegi bilgisini vermektedir.

LY

_3V

Sekil 10.3: Ornek Fonksiyon
Ornek:
Yukarida grafigi verilen f (x) fonksiyonu icin asagidaki limitleri inceleyiniz.
xl_i)moo f(x)=-3
lim f(x)=+3
x—+o00
Ornek: Yukarida grafigi verilen f(x) fonksiyonu icin asagidaki limitleri inceleyiniz.

-

\

2

Sekil 10.4: Parcali Fonksiyon Ornegi
Jim f() = —o0
lim f(x) =2
x—+00
Ornek:
Asagidaki sonsuzda limitleri inceleyiniz.

lim Vx =5 =vVoo —5 =

X—00
lim x? —x = lim x(x — 1) = 0(c0 — 1) = 0 : 00 = o0
X—00 X—00
lim x? —x = lim x(x — 1) = —00(—0 — 1) = —0 - (—0) = o
X——00 X—00
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Conrixs1 P (245+5)
lim ————— = lim >
X—>00 X X—00 X
Yukarida 6rnek kapsaminda verilen ¢éziimler incelendiginde ilk ii¢ secenekteki sorularda
(her ne kadar matematiksel olarak ¢ok dogru bir ifade olmasa da) bilinmeyen yerine
sonsuz yazilarak limit degeri bulunabilmistir. Ancak son se¢enekte bilinmeyen yerine
dogrudan sonsuz (o0) yazildigl durumda, pay ve payda ayri ayri sonsuza gitmekte ve
dolayisiyla limit degeri (oo/o0) belirsiz sonucunu vermektedir. Bu nedenle ilgili limit
hesaplanirken, belirsizligi ortadan kaldiracak matematiksel islemler yapildiktan sonra
bilinmeyen yerine co yazilmistir. Burada rasyonel fonksiyonlarda yapilan limit islemini
genellestirecek sekilde iki polinomun oraninin sonsuzda limitine iliskin asagidaki Teorem
2 ile verilen kural uygulanabilir.

= —0(—0—1)=—00-(—0) =00

10.3.4 Rasyonel Fonksiyonlar i¢in Sonsuzda Limit

P(x) ve Q(x), asagida verildigi gibi sirasiyla n ve m’inci dereceden polinomlar1 olsun.
P(x) = ag+ a;x + ayx? + - + a,x™
Q(x) = by + byx + byx? + -+ + bx"

Bu durumda;

0 n<mise
P(x) ) an

Q(x) | bn

o n>mise

n =mise

lim
X—00

seklinde hesaplanir.
Ornek:
Asagidaki limitlerin hesaplanisini inceleyiniz.
3x* +7x+9 3

im— > T3

Verilen rasyonel fonksiyonda pay ve paydada yer alan polinom fonksiyonlarin her ikisinin
de derecesi 2'dir.

Dikkat: Eger x 6rnegin sonsuza degil de 1’e yaklasmakta ise limit degeri asagidaki olur.
3x2+7x+9 3-124+7-14+9 19

) MTeeoz 0 s1r-z 3
Ornek:

C x°=2x*+9x—4

;1_{2) 4x2% + 2x -
Céziim:

Pay kisminda yer alan polinomun derecesi, paydada yer alan polinomun derecesinden
biiytik.
x> —2x3+9x —4 05—2-03+9-0—4_—4

M —rt2x+1 ~ a.02+20+1 1 *
Ornek:
I 2x —3
xl—r>£10x2+2_

Pay kisminda yer alan polinomun derecesi, paydada yer alan polinomun derecesinden
kiiciik.
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Dikkat:
. 2x—3 2(-1)-3 5

lim = =—=

x--1x24+2 (=1)2+2 3
Uyar: Yukaridaki orneklerde ve Teorem 2’de sadece oo icin limitler incelenmistir. Eger
—oo i¢in limit aliniyorsa, isaretin dikkate alinmasi gerektigini unutmayiniz.
Ornek:
Asagidaki limitlerin hesaplanisini inceleyiniz.

x2—x+1
_ = —

lim
x—-00 2x% —2
Payin derecesi paydanin derecesinden biiytliktiir. Ayrica paydanin derecesi tek, payin
derecesin cift oldugundan, paydadan (-) paydan ise (+) isaret gelir. Ikisinin orani ise (-)
olur.
. 5x®—x+1
A e
Payin derecesi paydanin derecesinden biiyiik. Ayrica pay ve paydani derecesi ¢ift say1
oldugu i¢in her ikisinden de (+) isareti elde edilir ve dolayisiyla sonug da (+) olur.

= 4o

10.4 Siireklilik

Bu kisimda bir fonksiyonun bir noktadaki ve araliktaki siirekliligi ele alinmistir. Basit
anlamda siirekli bir fonksiyon, koordinat sisteminin bir ucundan diger ucuna hi¢ kalemi
kaldirmadan grafigi cizilebilen grafiklerdir. Dolayisiyla, bir fonksiyonun grafigini ¢izmek
icin kalemi kaldirmak gerekiyorsa, bu stirekli olmayan (siireksiz) bir fonksiyondur. Elin
kaldirilmasinin gerektigi noktalar ise ilgili fonksiyonun siireksizlik noktalaridir.

Ornek:

Asagidaki grafigi verilen 3 fonksiyonu inceleyiniz.

S NG AN Sy
VA

Siirekli Fonksiyon Siireksiz Fonksiyon Siireksiz Fonksivon

L

Sekil 10.4: Stireklilik Gosterimi
Yukaridaki ilk fonksiyon, grafiginden anlasilacagi lizere hi¢ kalemi kaldirmadan tek
seferde cizilebilecek bir fonksiyon oldugu icin stlirekli bir fonksiyondur. Diger iki
fonksiyon ise tek seferde, kalemi kaldirmadan grafiklerinin ¢izilmesi miimkiin olmayan
fonksiyonlar olduklari i¢in siireksizdirler.
Siuirekliligin Tanimau:
Asagidaki kosullarin gergekleyen bir f(x) fonksiyonu, x = ¢ noktasinda siireklidir denir.
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Kosul 1:f (x) fonksiyonu x = ¢ noktasinda tanimli olmali

f(c) €ER
Kosul 2: f(x) fonksiyonu x = c noktasindaki sagdan ve soldan limitleri var ve
fonksiyonun x = ¢ noktasindaki degerine esit olmall.

lim £(x) = lim, f(x) = £(c)

Ornek:
Asagida verilen f(x) fonksiyonlarin istenilen noktalarda ki siirekliligini inceleyiniz.
a) f(x) =x>+5x+5 x = —2 noktasinda
b) f(x) = % x = 0 noktasinda
_(2x+3 ;x <3 _
c f(x)= {—x +12 sx>3 X< 3 noktasinda
1 x <0
d) fx)=3 0 x=0 x = 0 noktasinda
1+x x>0

Cozium:
Asagida verilen ¢oziimlerde, kosullardan herhangi birisinin saglanmadig: goruldiigtinde,
diger kosula bakilmaksizin siireksizlik karari verildigine dikkat ediniz.
a) f(x) =x?+5x+5 bir polinom fonksiyondur ve polinomlar her x degeri icin
siireklidir. Dolayisiyla f(x) = x? + 5x + 5 fonksiyonu x = —2 noktasinda da
sureklidir.

b) f(x) = %fonksiyonu surekliligi incelenen x = 0 noktasinda tanimsizdir.

) =
= — = 00
f 0
Bu nedenle
() =
flx) ==
fonksiyonu x = 0 noktasinda siireksizdir.

2x+ 3 x <3 . ) . , . ,
) f(x) = {—x+ 12 x>3 fonksiyonu dikkat edilirse, 3’ten kii¢ciik ve 2’den

biiyiik degerler icin tanimlhi ancak 3 i¢in taniml degildir. Dolayisiyla x = 3
noktasinda stireksizdir.
1-—2x ;x <0
d) f(x)={(2x—1)2 ; x=0 fonksiyonux = 0 noktasinda tanimhdir.
14+ x ;x>0
flO=(2-0-1)*=1
lim f(x) =lim(1-2x)=1-2-0=1
x>0~ x>0~
,}L%Lﬂx) = xll,%l+(1 +x)=1+0=1
lim f(x) = lim f(x) =f(0)=1
x—-0~ x-0%
Dolayisiyla ilgili fonksiyon x = 0 noktasinda siireklidir.
Uyart: Bir f fonksiyonun siireksiz oldugu noktalar kiimesi, siireksizlik noktalar1 kiimesi
olarak adlandirilir ve Srz (f) ile gosterilir. Bir fonksiyonun stireksizlik noktalar1 kiimesi
soruldugunda, fonksiyonun tanimsiz yapan noktalar ve fonksiyonun karakter degistirdigi
noktalar ayri ayn siireklilik acisindan incelenmelidir.
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Ornek:
Asagida verilen f(x) fonksiyonu i¢in siireksizlik noktalar1 kiimesini bulunuz.

x+ 3
po— x <1
fx) = x> —=5x+3
_— ;x>1
X —2

Coziim:

Suireksizlik noktalarinin bulunmasi i¢in 6ncelikle stureksizlige aday olan noktalarin
belirlenmesi gerekir. Bu noktalar fonksiyonun karakter degistirdigi noktalardir. Ayrica
fonksiyonun tanimsiz oldugu noktalarda da stireksizlik vardir.

10.4.1 Fonksiyonu Tanimsiz Yapan Noktalar
Yukarida ki iki par¢cadan olusan fonksiyonlarin her birisi icin payday1 0 yapan degerlerde
tanimsizlik olabilir.

x+3

x—5

icin x —5# 0 = x # 5 olmaldir.
Ancak fonksiyon x < 1 i¢in gecerli oldugundan, x = 5 noktasinda bir tanimsizlik yoktur.

x?—5x+3
x—2
icin
x—2+0 = x#2
olmahdir.

Bu fonksiyon x > 1 i¢in gegerli oldugundan, x = 2 noktasinda fonksiyon tanimsizdir.
Dolay1 ile fonksiyon x = 2 noktasinda siireksizdir.

10.4.2 Fonksiyonun Karakter Degistirdigi Noktalar
Dikkat edilecek olursa yukaridaki fonksiyon x = 1 noktasinda farklilagsmaktadir.
Dolayisiyla bu nokta, Teorem 3 uyarinca siireksizlik acisindan incelenmelidir.

12—5-1+3_—1

f)=———F—=—=1¢€R
_ C x+3\ 1+3 4
Jm /) = i (=5) =15 == -
_ - [(x*-5x+3 12-5-14+3 -4
;}LTJ(’C):;}H%( x—2 >: 1—2 4 !

Iim f(x) =-1# lim f(x) = f(1) =1

Yukarida gosterildigi gibi soldan ve sagdan limitler esit olmadigi icin fonksiyon
x=1

noktasinda stireksizdir.

Dolayisiyla siireksizlik noktalar1 kiimesi asagidaki gibi elde edilir.

Srz (f) = {1,2}
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Ornek:
2x+a ; x<-1

fGx) =
x+3a ; x>-1
Parcgali fonksiyonu veriliyor. Buna gore, x = —1 noktasinda limiti var olduguna gore a
kagtir?
a)—1 b) —1/2 c)1/2 d)1 e) 2
Cevap: b
Ornek:
Asagidaki fonksiyonun x, tamsay1 degerlerindeki siireksizlik noktalarini belirleyiniz.
¥
flx)
: —t+—t+—+—+X
-1 0 1 2 3 4 2
Cevap:-lve 4
Ornek:
Asagidaki fonksiyonun x, tamsay1 degerlerindeki siirekli oldugu noktalari belirleyiniz.
y
Cevap: 2ve 4
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Uygulama Sorular

1) Asagida istenen limitleri hesaplayiniz.
|x|

a) lim —
x—0 X
[x—1]
b) x—1 X2+x-2
c) limvx —5
x—5
Cozum:

Asagidaki limit hesaplarinin soldan ve sagdan limitler olarak ayr1 ayr incelendigine
dikkat ediniz.

a)
R T S
lim —=lim — = lim -1 =-1
x-0" X x-0" X x—0"
Xl
Iim —=Ilim—-=1lim1=1
x-0%t X x>0~ X x>0~
_xl o xl
lim —=-1# lim —=1
x->0" X x-0t Xx
oldugu icin
_xl
lim—
x-0 X
limiti yoktur.
b)
i lx — 1]
Rt il x2+x—2
_ i —(x—-1)
i (x—1D(x+2)
_ i -1 _ 1
o (x+2) 3
|x — 1]
xiq’jr x2+x—2
A
T - D +2)
_ i 1 B 1
"t +2) 3
DI s
A xZtx—2 3
olmasina karsin,
lx — 1] 1

ot xZ+x—2 3
oldugu i¢in
Colx-=1 o =11
X +x—2 i xi+x—2 3
dolayisiyla fonksiyonun limiti yoktur.
c) Son sikta x, 5’e soldan yalasirken (x = 57), x —5 < 0 olacagi igin;
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lim vx —5

X—57
soldan limiti yoktur. Dolayisiyla sagdan limit hesaplama gerek kalmadan,
lirré Vx —5
X—
limitinin var olmadig1 sdylenebilir.

2) Asagidaki fonksiyonun siireksizlik noktalarini belirleyiniz.
X+4

;ox>1
2x—-1
flx) = 6 ;o ox=1
[M; s
3x-2
2 1=0 1
—_ e - i
X X >

1
olup, > 1'den bliyiik olmadigindan bu noktada bir problem yoktur.

3x—2=0->x= = ol - <1
x x=3 olup 3

oldugundan fonksiyon
2
T3

noktasinda suireksizdir.

Son olarak kritik nokta olan x = 1 noktasini inceleyelim.
f(1) = 4’tiir. x > 1 iken;
1+4 5

—_=Z=5

2—-1

oldugundan sol limit ne ¢ikarsa ¢iksin f fonksiyonu, x = 1’de siireksizdir.
Yani siireksizlik noktalar1 2/3 ve 1'dir.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boéliimde limit kavrami ayrintili olarak anlatilmistir. Sag limit, sol limit ve sonsuzda
limit kavramlar1 tanimlanmis, ardindan bir fonksiyonun siirekliligi islenmistir. Konu
ornek sorularla desteklenmistir.
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Boliim Sorularn
1) lim4\/1 —2x =7
x——
a) =3 b)—2 «¢)2 d)3 e)LimitiYok

2) Asagidaki islemin sonu kagtir?
o x2—4x+3
lim—————=7

x-3 x—3
a) LimitYok b)—3 ¢)2 d)3 e)oo

3) Asagidaki islemin sonu kagtir?
lim x*—x+4 )
x>-1 x%2+2
a)—1 b)2 «¢)4 d)8 e)Limityok

4) Asagidaki islemin sonu kactir?
. 2—3x—4x* )
L P
a) LimitYok b)8 ¢)4 d)-2 e)2

5) Asagidaki islemin sonu kagtir?

VxZ+4x+3

lim—=7?
—00 4x2+5

a)1/2 b)—1 ¢)J1 d)2 e)—1/2

3—-2x ; x<1

6)f(x)={ 5 ;o x=1 ise limf(x) =7
x>—x ; x>1 x1

a)1/2

b) 1

)2

d) -1

e) Limit Yok

2

X=X
7) f(x) = { = 0 X7 0 ise fonksiyonun R’de siirekli olmasi i¢in k ne olmahdir?
k ; x=0

a)0
b) 1
c)2
d)1/3
e)—1/3

C(x2+1 ; x=2 . . St e 11 . )
8)f(x) = {Zx ta o ox<2 ise fonksiyonun R’de siirekli olmasi i¢cin a ne olmalidir?
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a) —2
b) —1
)0
d)1
e) 2

9) Asagidaki problemin cevabini bulunuz.
3—2x ; x<1

flx) = 5 ;o x=1 ise lim f(x) =7
x>—=x ; x>1 =

a)1/2

b) 5

1

d) -1

e)—1/2

10) Asagidaki problemin cevabini bulunuz.
3—2x ; x<1

flx) = 5 ;o x=1 ise lim f(x)=7?
x2—x ; x>1 X1t

a)2

b) 1

c)1/2

d) -1

e) 0

Cevaplar
1)d, 2)c, 3)b, 4)d, 5)a, 6)e, 7)e, 8)d,

9)c,

10) e
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11. TUREV TANIMI VE TUREV KURALLARI
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
11.1. Tlrev tanimi
11.2. Tirev Kurallan
11.3. Birinci Turev
11.4. Yiksek Mertebeden Tiirevler
11.5. Artan Azalan Fonksiyon
11.6. Fonksiyonlarda Konkavite
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Béliim Hakkinda Ilgi Olusturan Sorular
1) Tirevi tanimlayiiz? Tirev neyin gostergesidir?
2) Artan ve Azalan Fonksiyon hangi durumda gerceklesir?
3) Bir fonksiyon hangi durumda tiimsek, hangi durumda ¢ukur olur?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

y Bir fonksiyonun tiirevini Okuyarak, fikir yiiriiterek,

Tlrev Tanimi .

alabilmek tekrar yaparak

Azalan ve Artan Fonksiyon

Bir fonksiyonun tiirevini
alabilmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
tekrar yaparak, 6rnek soru
cOzerek

Konkavite, Biikeylik

Bir fonksiyonun ikinci
tiirevini alabilmek

Okuyarak, fikir ytriterek,
tekrar yaparak, 6rnek soru
cOzerek
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Anahtar Kavramlar
e Tirev
e Degisim Orani
e Marjinal Kavrami
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Giris

Tiirev, isletmeciler icin ¢ok énemli kavramlardan biridir. Iki degisken arasindaki iligki
verilmisse biri artarken digerinin artip azaldigini, bagimh degiskenin (y) bagimsiz
degiskene (x) gore tlirevini alarak bulabiliriz. Somut bir 6rnek vermek istersek, talep ile
gelir arasindaki iliskiyi verebiliriz. Talebin belli bir diizeye kadar artmasi, toplam geliri de
arttirabilir; belli bir diizeyden sonra da talep artis1 toplam gelirde azalma meydana
getirebilir. Toplam gelirle talep arasindaki iligkiyi, yani toplam gelirin talep cinsinden
fonksiyonunu biliyorsak, gelirin talebe gore tiirevini alip bu tiirevin isaretini inceleyerek,
talebin hangi degerleri i¢in gelirin arttifini, hangi degerde en ytiksek seviyeye ulastigini,
hangi degerlerde azaldigini bulabiliriz. Biitiin bunlar1 bulabilmek icin fonksiyonlarin
tiirevini tanimlamak, herhangi bir fonksiyonun tiirevini alabilmek ve fonksiyonun tiirevi
ile kendisi arasindaki iliskileri incelemek gerekir.

Bu boliimde bir fonksiyonun birinci tiirevi matematiksel ve geometrik olarak
tanimlanacak ve birinci tiirevin ¢esitli yorumlar1 yapilacaktir.
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11.1 Tiirevin Matematiksel ve Geometrik Yorumu
Bir fonksiyonun bir noktadaki birinci tiirevi, fonksiyonun o noktadaki egimidir. Bu da o
noktada fonksiyona gizilecek teget dogrunun egimi ile belirtilir.
Dogrusal fonksiyonlar icin egim sabittir. Yani x degisirken y’'nin degisim orani sabittir.
Fakat egrisel fonksiyonlar i¢in egim her noktada sabit degildir ve her nokta icin ayrica
hesaplanmalidir.
Sekil 11.1 incelendiginde gorilir ki A[x,f(x)] ve B[x+h f(x+h)], ¥y = f(x)
fonksiyonunun egrisi lizerinde iki nokta ise bu iki noktadan gecen dogrunun (kiris, kesen)
egimi;
[+ - @)
~ x+h-—x

[+ - f@)

Myp A

Myp

yA
f(x)

K1

fx+h) - f(x)

m = lim

fOxth) oL K3

Teget

~ 5‘1 T~~~

Sekil 11.1: Tirevin Geometrik Yorumu

Alx, f (x)] noktasini sabit tutarak B[x + h, f (x + h)] noktasini A noktasina yaklastirirsak
bir diger ifade ile x + h degerini kiiclilterek x degerine yaklastirmaya calisirsak, h— 0
gotirmiis oluruz. Dolayisiyla A4, B noktalarindan gecen dogrunun egimi degisir. Grafik
tizerinde de egimin degistigi goriilmektedir. B noktasini A noktasina yaklastirirken kesen
dogrunun egimi sabit limit degere yaklasir. Bu limit degere A noktasindaki tegetin
egimi denir. Kisaca f (x) fonksiyonunun A[x,, f (x;)] noktasindaki egimi denir.

Bu durum;

m = =
AB dx h—0

seklinde ifade edilir ve f(x)’'in x’e gore tlrevidir.

Y JEHDI@ _ p
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Tanim:y = f (x) fonksiyonu x;’i iceren (a, b) araliginda tanimlanmis olsun. Eger,

Ay fle+ M) —fx)
lim — = lim = Egim=m
Ax—0Ax  Ax—0 Ax

limiti, sonlu a € R sayisina esitse bu limit degere f(x) fonksiyonunun x; noktasindaki

tirevi denir ve

df ! !

dx . =f'(x) =y'(x1)
sekillerinde ifade edilir.
Ornek:

y = f(x) = x? fonksiyonunun tiirevini, tiirevin limit tanimin (tiirev tanimi) kullanarak

bulunuz.
Cozum:
_ fx+h)—-f(x)  (x+h)?—x?
lim =lim————
h—0 h h—0 h
 x?+2xh+ h%?—x?
= lim
h—0 h
i 2xh + h?
s h
. h(2x+h)
= lim———
h—0 h

= }ll_r)r(l)(Zx + h) = 2x

Fonksiyonun kendisi f(x) = x?, birinci tiirevi ise;

dfG) _dy .,
b Cax S =2

olarak bulunur.

Asagidaki f(x) = y = x? fonksiyonunun grafigini inceledigimizde (2,4), (3,9)
noktalarindan gecen tegetlerin egimlerinin farkl oldugunu goriiriz. (3,9) noktasindan
gecen tegetin egimi (2,4) noktasindan gegen tegetin egiminden buytktir. (mggq >

m(2,4))

244



f)

Sekil 11.2: y = f(x) = x? fonksiyonu
Bu noktalardaki egimleri yukarida buldugumuz fonksiyonun tiirevinde x degerlerini
yerine koyarak bulabiliriz.

y=f(x)=x?
y' =f'(x) = 2x

x = 2 icin;

m, = f'(2) = 2.2 = 4
x = 3 i¢in;

m, =f'(3)=23=6
x = 4 igin;

m, = f'(3) =24=8
Ornek:

f(x) = 2x? + x + 1 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
Coziim:
o 2x%+4xh+2R*+x+h+1—-2x2-2x—1
him h
_ 4xh+2h*+h  h(4x+2h+1)
oy R = M
lim (4x + 2k + 1) = 4x + 1
Ornek:
f(x) = +/x fonksiyonunun tiirevinin
1
f'(x) = Nr:

oldugunu gosteriniz.

Cozium:
Vath-vr . (VEFR—R). (rF R+ V)
lim ———— = lim
h—0 h h—0 h.(Wx +h ++/x)
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x+h—x h

:%ii%h(W+m LOh(W+W)
1

h"o(\/ﬁ+\/—) (\/—+\/—) 2Vx

Ornek:
Asagida verilen fonksiyonunun
1
flq) = Z
tlrevinin
@ =—;
f q) = Zqz
oldugunu gosteriniz.
Coziim:
1 1
2
_im2ath) 29
h-0 h
. 2q9—29—2h
= lim
h-0 h. (4q? + 4qh)
—2h -2
= lim =lim————F—=
RS0 I, (4q? + 4qh) h-02(2q% + 2qh)
Y -1 1
o0 (2% + 2qh)  2¢2
Ornek:

f(x) = Vx — 3 fonksiyonunun tiirevini tiirevin limit tanimindan faydalanarak bulunuz.
Cozum:
ron e SR = ()
£ = lim =
Vx+h—=3—-vx-3
h

f'(x) = lim
Pay ve payda eslenigi ile ¢carpilirsa,
Vx+h-3-Vx—3 (Vx+h—=3+Vx—-3)
h ‘(Vx+h=3+Vx-3)
x+h—3—-x+3

f'0) = lim

lim
h=>0h (Vx+h—3++Vx—3)
_ h _ 1
h(Vx+h—3+vVx-3) (Vx+h-3+vVx—3)
1 1

fl(x) =

WZt0-3+vVx—-3) 2vx_3

11.2 Tiirev Kurallar:
Asagida basit ve sikca kullanilan fonksiyonlar i¢in tiirev alma kurallar1 verilmektedir.
1. Sabitin tiirevi sifirdir veya sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir.
fx)=c - f'(x)=0 c¢=Sabit, ceR
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f(x)=6 - f'(x)=0
gx)=-10 - g'(x)=0
h(x)=Vv5 - KX =0
k(x)=In10 - k'(x)=0

2)f(x) = x";n#0 ve n€ER ise;
fl(x) =nx"1
f)=x3 - f'(x)=3.x3"1=3x2
gx)=x> - g'(x) =5.x>"1=5x*

h(x) = 7= x5 Hx)=—-1lx1l=—x?2=—

1 1 1
k(x) =vVx=3x=x? - k’(x)=§.x7_1=§.x_§

2h(x) = (f + &) = f(0) + gix)

fx+h) - f(x) glx+h) —gix)
: +

lim

h'(x) = }li_I)I(l)

h—0 h
Weo) = i fGx+h)+glx+h)—fx)—gx)
(x)_}ll—r% h
 fx+h)—fx) glx+h)-gx) )
Hm M + lim - = () +9'(0)

Ornek:
Asagida verilen fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

1
fx) = ZX4 + 4x~*
Céziim:
1
£ = 7 (4)x3 + 4(—4)x~5
10 =x3 —16x75

3) c bir sabit say1 olmak tlizere;

d _ A1
Llef@l=c——==cf'(x)

4) Logaritmik Fonksiyonun Tiirevi

1
f(x) =log,x ise f'(x) = ;.logae

f(x) =logx ise f'(x)= %.log10 e
Ornek:
f(x)=Inx ise f'(x) =1/x
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5) Ustel Fonksiyonun Tiirevi
f(x) = a* ise f'(x) =a*.Ina
f(x) = e* ise f'(x) =e€*

11.2.1 Carpimin Tiirevi

ki fonksiyon carpim olarak verilmis ise, carpim fonksiyonunun tiirevi bulunurken, birinci
fonksiyonun tiirevi alinip ikinci fonksiyonun kendisi ile ¢arpilir, ikinci fonksiyonun tiirevi

ile birinci fonksiyonun kendisi ile ¢arpilir. Daha sonra bu ikisi toplanir.
f(x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon ise, carpim fonksiyonunun tiirevi;
h(x) = f(x).g(x)
W (x) =f(x).g'(x) + f(x).9"(x)
d . flx+Ax).g(x +Ax) — f(x).g(x)
2 f(0)-g(0)] = lim

Ax
f(x + Ax). g(x) terimi bir eklenip bir ¢ikarilirsa,
- lim flx+Ax).g(x+Ax) — f(x + Ax). g(x) + f(x + Ax). g(x) — f(x). g(x)

Ax—0 Ax
= Jim f(x+ Ax )[‘g(HAx) 9|,

@ [f (x + Ax) —f (x)l

glx + Ax) — g(x)
Ax

=A131€r_1)10f(x+Ax).A1316r_r)10I + lmg(x) l

[f (x + Ax) f(x)

d
S @) g@] = fx).9(x) + f(2).9'(x)

11.2.3 Bolumiin Tiirevi

it
h(x)—gv ; gx) #0
0.9 (.9 ()
hix) = PG

fx+Ax)  f(x)
d[f]_ . g6+ 9@
dx [g(x)|  ax-0 Ax
_ lim gx). flx + Ax) — f(x).g(x + Ax)
" Ax—0 Ax. g(x). g(x + Ax)
f(x). g(x) terimi bir eklenip bir ¢ikarilirsa,
_ lim g().f(x + Ax) — f(x). g(x) + f(x). g(x) + f(x). g(x + Ax)
T Ax-0 Ax. g(x).g(x + Ax)
9(x) [f(x + Aﬁ - f(x)] £0) [g(x + Ax) g(x)

= lim

Ax—0 Ax.g(x).g(x + Ax)
difx)] f(x).9)-fx).g9'(x )
" el PR 9 =0
Ornek
6(x) = inz-l- 3

|
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fonksiyonunun tiirevini aliniz.
Coziim:
x2(6x?) — (2x3 + 3)(2x)
(x?)?
_6x*—dxt—6x  2x*—6x 2x(x°—3)
- (x2)2 - x4 - x4
_2(x*=3) 2x*-—6 ) 6

G'(x) =

x3 x3 x3
Ornek:

y=(x—i)2
Vx

fonksiyonunun tiirevini aliniz.

Cozum:

( 2)( 2) , 2x 2x+4
=(x——=)lx——=])=x*"—"—=——=+-—
AN A Vx Vx o x

! 2 4x 4 2 1 -1

y =xt——=+—-=x“—4x2 + 4x

Vx oox
1.1 _1
y’=2x—4(§)x 2+ 4(—1)x"2=2x—2x"2—4x?

, 2 4
y =2 ————

Vx o x?

11.2.3 Zincir Kurah
Eger y, u’ya bagli, u'da x’e bagh bir fonksiyon ise, y’'nin x’e gore tiirevi;
y = f(uwveu= g(x) ise,

dy dy du
dx du dx
Ornek:
y = u’
u=2x+1
dy _,
dx
Cozum:
, _dy dy du

y _E—a.EZZu.u =2u.2

y'=2R2x+1).2=8x+4

11.2.4 Kuvvet Kural
x’e baglh bir n. dereceden bir u fonksiyonunun tiirevi,

dy g du

2 = M@ o
d

o ™) =n.u™tu

Ornek:
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y = (x3 — 1)7 fonksiyonunun tiirevini aliniz.

Cozum:
y' =7.(x3—1)°% 3x?
y' =21x% (x* - 1)°
Ornek:
y=vVx2+5

=Vu=u"? u=x%*+5

dy 1 5 1
RCAR o -1/2
I (2>.(x +5) L2x
dy x X

dx (xz + 5)1/2 x2 +5

Ornek:

.. . N L 10m? .
m ¢alisan sayisini gostermek iizere, liretim seviyesi ¢alisan sayisina; q = T seklinde
m

ve talep fonksiyonu da iiretim seviyesine p = g seklinde bagli ise, calisan sayist m = 9

iken marjinal gelir (Zq) ne kadar olur?

Cozum:
Calisan sayistm = 9 oldugunda, tiretim seviyesi ¢ = 81 olur.

7 m
dR _ 900(q +9) —900q 20m(Vm* +19)

dm (q +9)2 ' m? + 19
Yerine degerler konursa marjinal gelir asagidaki gibi cikar.

dR
am = 10,71
11) F(x,y) = 0 kapali fonksiyonun tiirevi;
F'(x)
F'(y)
F'(x) bulunurken y, F'(y) bulunurken x sabitmis gibi kabul edilir.
Ornek:
x* + y* — 8 = 0 fonksiyonunun tiirevini aliniz.
Cozum:
4x3 + 4y3y' =0
4y3y" = —4x3
, —4x3 3 —x3
YT ayr Ty
Ornek:

x3y + xy3 = 10 kapal fonksiyonuna (2,1) noktasinda teget olan dogrunun egimi kagtir?
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Cozum:
x%y" +y(3x?) + x(By*y) +y*(1) =0
x*y" +x(3y*y") = —y(3x?) —y*(1)
y'(x3 + 3xy?) = —3x%y —y3

,_ “3x%y—y® =3P -1 13
Y T T 3xy? | (2P +3(2)(1)2 | 14

11.3 Ardisik Tiirevler

Bundan dnce tiirevin de f'(x) seklinde x'in bir fonksiyonu oldugunu gérmiistiik. Bu halde
bunun da x’e gore tiirevinden, yani, 2. tiirevden soz edilebilir. 2. tiirev, 1. tiirevi alinmis
fonksiyonun bir kere daha tiirevi alinarak bulunur.

df’ d?
iy 2 O &y

dx Y T e
Bu sekilde devam edilerek bir fonksiyonun her mertebeden tiirevi elde edilebilir. Bununla
beraber, bazi fonksiyonlarin ardisik tiirevlerinin (sifirdan farkli) sayisi sonlu bazilarinin
ise sonsuzdur.
Ornegin;

y =ax® + bx + ¢
fonksiyonunun ardisik li¢ tiirev mevcut, birinci mertebeden tiirev:

y'=2ax+b
ikinci mertebeden tiirev:
y' =2a
liclincii mertebeden tiirev:
y"' =0
dordiincii mertebeden tiirev:
y® =0
Ancak,
y =Inxvey = e* fonksiyonlarinin ardisik sonsuz tiirev mevcuttur.
y=e”
y' =e*
y" =e*
y® = ox
Genel olarak n. mertebeden tiirev
fM(x) = m
dx™m
notasyonu ile gosterilir.
Ornek:
F'(x) =2x.e*’.Ine = 2x.e*’ (Birinci Mertebeden Tiirev)

F'(x) = 2.e*" + 2x.e*".2x = (4x% + 2)e*” (ikinci Mertebeden Tiirev)
" (x) = 8x.e*" + 2x.e*" (4x2 + 2)
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£ (x) = 8x.e** +8x3.e*" + 4xe*
" (x) = 8x3. e*’ + 12x.e*’ (Ugiincii Mertebeden Tiirev)
Ornek:
Asagidaki fonksiyonunun ardisik tiirevlerini (1,2,3 mertebe) aliniz.

1
y=§x6+3x4+x

Cozum:
! 6 5 3
y = gx +12x°+1
6

y'=z (5)x* + 12(3)x? = 6x* + 36x2

y'" = 6(4)x3 + 36(2)x = 24x3 + 72x
Ornek:
fx) =7x> - %x“ fonksiyonu icin £’ (4) = ?
Cozum:

f'(x) = 7(3)x? —%(4)963 =21x?% — §x3

4
f'(x) =21(2)x — 3 (3)x2 = 42x — 4x2

f""(x) =42 —-4Q2)x =42 — 8x
f""(4) =42—-8(4) =10

11.4 Bir Fonksiyonun Ardisik Tiirevlerinin Sagladig Bilgi

Bir y = f(x) fonksiyonunu (a, b) araliginda cesitli ardisik tiirevleri tanimli ve sonlu
olsun. Bu durumda:

11.4.1 Birinci Turev

Bir (a, b) araliginda birinci tiirev; fonksiyonun artan ve azalan araliklar1 ve ekstremum
noktalarini verir.

y'= f'(x) > 0 - f(x),(a,b) araliginda artar,

y = f'(x) < 0 > f(x),(a,b) araliginda azalr,

y = f'(x) = 0 > f(x),(a,b) araliginda bir ekstremum noktasina (tepe noktasina)
sahiptir.Yani fonksiyon bu noktada artistan azalisa veya azalistan artisa gecer.

252



-
Y
Ay
JS2)
JS3)
JS &)
J3)
x
0
- 7 3 4 3 >

fl(x) <0
Yukaridaki birinci grafikte fonksiyonun egrisine herhangi bir noktadan cizilecek tegetin
egimi pozitif olacagindan fonksiyon artandir. Ikinci grafikte ise fonksiyonun egrisine
cizilecek tegetlerin egimi negatif olacagindan fonksiyon azalandir.
Fonksiyonun kritik noktalari;
o Birinci tlirevi sifir yapan noktalar,
. Birinci tiirevi tanimsiz yapan noktalardir.

253



Kritik noktalar fonksiyonun muhtemel yerel ekstremum noktalaridir.
Ornek:

3

f(x) =4x — 3 fonksiyonunun Kritik noktalarini bulunuz.

Cozum:
Kritik noktalar1 bulmak i¢in fonksiyonun birinci tiirevi alinir ve sifira esitlenir.
ffx)=4—-x*>=2-x)2+x)=0
x = 2,x = —2 (Ekstremum noktalar)
Fonksiyonun grafigi asagida ¢izilmistir.

Six) = dx - X743

= b W bt
- : +

bbb &

h

Sekil 11.3: Kritik Noktalar

Ornek:
x>’ +x+4
fO ==

fonksiyonunun arttig1 ve azaldig: araliklar, fonksiyonun maksimum ve minimum oldugu
noktalar1 bulunuz.

Coziim:
, Cx+1D(x+1)—(x*+x+4)
filx) = Gt D2
) 2x>+3x+1—x*>—x—4
f1e) = (x + 1)
, x2+2x—-3 (x+3)(x—-1)
f1e) = (x +1)2 - (x + 1)2
Kritik Nokta:x = -3 , x =1 ve x = —1 (Cift kat kok)
) () +)
< : : : >

I I I
3 \ -1 \ 1 /
max min
Sekil 11.4: Fonksiyonun Kritik Noktalari
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11.4.2 ikinci Tiirev

y' = f"(x) > 0— f(x),(a,b) araliginda ¢ukur (konveks),

y' = f"(x) < 0— f(x),(a,b) araliginda tiimsek (konkav),

y' = f"(x) = 0> f(x),(a,b) araliginda bir dontiim (biikiim) noktasina sahiptir.

Yani ¢ukurdan tiimsege veya tiimsekten ¢ukura gecer.

Bir (a, b) araliginda ikinci tiirev; fonksiyonun egriligini (biikim durumunu) ve biikiim
(déniim) noktalarim verir. Ikinci tiirev, birinci tiirevle elde edilen artisin degisimini élger.
Yani bu artisin azalarak mi yoksa artarak mi arttigini belirler. Azalarak artma konkav
(timsek), artarak artma ise fonksiyonun konveks o bélge icin konveks (¢ukur) oldugunu
ifade eder.

11.4.3 Konvekslik ve ikinci Tiirev Testi

Fonksiyona bir aralikta ¢izilen tegetlerin egimi saga dogru gidildikge artiyorsa fonksiyon
o aralikta konvekstir. Eger f'(x) belli bir aralikta pozitifse f'(x) o aralikta artiyor
demektir. f'(x) tegetin egimi oldugundan teget egiminin artmasi demek fonksiyonun o
aralikta konveks oldugu anlamina gelir.

Fonksiyona bir aralikta ¢izilen tegetlerin egimi saga dogru gidildikce azaliyorsa fonksiyon
o aralikta konkavdir. Eger f"(x) belli bir aralikta negatifse f'(x) o aralikta azaliyor
demektir. f'(x) tegetin egimi oldugundan teget egiminin azalmasi1 demek fonksiyonun o
aralikta konkav oldugu anlamina gelir.

I
I
I
I
I
|
I
I
d

Q-——_—

Sekil 11.5: Birinci Tiirev Testi
11.4.4 Biikiim Noktalar:

Eger fonksiyonun bir noktada biikiim noktasi varsa o noktada taniml ise f"”(x) =0
olmalidir. f" (x) in tanimsiz oldugu noktalarda da biikiim noktasi olabilir.
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Konveks

\
P
NS
< iaiq
}

e
| ] | |
~ ~ o~ o~
0 I o O
~ N NS

f"x) >0

Konkav

() <0
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maks

D4
\j
. a < x < b araliginda eger f"'(x) > 0 ise, f(x) bu aralikta konvekstir.
o a < x < b araliginda eger f"'(x) < O ise, f(x) bu aralikta konkavdir.
Ay fx)
y 1)
- 2 3 4 5 - - 2 3 4 5 -
Y Y
ffx) >0, f"(x) >0 f'x)>0, f"(x) <0
A y
A V
fx) f(x)
- Z 3 4 5 o z 3 4 5 >
\J Y
f'(x) <0, f"(x) >0 f'(x) <0, f"(x) <0

Sekil 11.6: Birinci ve ikinci Tiirev Testi
11.4.5 IKkinci Tiirev Testi

f'(a) = 0 ise; birinci tiirevin sifir oldugu nokta icin;
f"(a) > 0ise x = a’da f(x)’in yerel minimumu,
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fx)
Konveks
o min o
- -
! d
Sekil 11.7: ikinci Tiirev Testi
e f"(a)<0isex =a’da f(x)'in yerel maksimumu vardir.
.4
maks fx)
Konkav
x
0
- -
d
Y

Sekil 11.8: ikinci Tiirev Testi
Ornek:
y = x* — 2x? + 4 fonksiyonunun maksimum ve minimum noktalarini bulunuz.
Cozum:

y' =4x3 —4x = 4x(x? — 1)

y' =4x(x—-1(x+1)
Birinci tiirev sifira esitlenirse, (Kritik noktalar)
x1=—1 x,=0 x3=1

olur.
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(-) ) ) )
| | | >

\’/”\’/

min maks min

Sekil 11.9: Kritik Noktalar
[kinci tiirev alinirsa,

y"' =12x% -4
y'(-1D)=12(-1)*-4=8>0
(x = —1 noktasinda (apsisinde) yerel minimum var.)

y"(0) =12(0)2—-4=-4<0
(x = 0 noktasinda (apsisinde) yerel maksimum var.)
y"(0)=12(1)2—-4=8>0
(x = 1 noktasinda (apsisinde) yerel minimum var.)

259



Uygulama Sorular

1) f(x) = x> —x? +2 fonksiyonunun x = 1 noktasindaki teget denklemini

hesaplayiniz.
Cozum:

x = 1igin; f(1) = 13 =12 +2 =2 oldugundan, (1,2) noktasindaki tegetin egimini

bulmaliy1z. Egimin bulunmasi icin tirev alinir:
y'(1)= 3x2-2x=3.12-21=1
Egimi 1 olan ve (1,2) noktasindan gecen tegetin denklemi;
y—y1 =m(x —x)
y—2=1x-1)-» y=x+1

bulunur.
2) x?y + xy? = 1 kapal fonksiyonu veriliyor. y” = dy/dx tiirevini hesaplayiniz.
Cozium:

F(x,y) =x*y +xy?—1

, F,  2xy+y?

YT FE T vy

3) f(x) =x>++Vx+e*+Inx + % + Sin x + Cos x fonksiyonunun tiirevini bulunuz.

Not: (Sinx)' =Cosx ve (Cosx)' =-Sinx
Coziim:

1 1 1
f'(x) =2x+m+ex+;—;+605x—5inx
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti

Bu béliimde tiirevin tanimi, kullanim alani, marjinal kavrami, yiiksek mertebeden
tirevler, bir fonksiyonun azalan ya da artan oldugu araliklarin belirlenmesi, bir
fonksiyonun ¢ukur veya tiimsek oldugu alanlarin belirlenmesi incelenmistir.

261



Boliim Sorular:
1) f(x) = x3 + 2x — 1 fonksiyonu i¢cin f'(1) =?
-5 b)-3 3 d)5 6

2) f(x) = x* + kx fonksiyonunun x = —1 igin tiirevi y = 4x — 3 dogrusunun egimine
esitise k ne olmalidir?

a)2 b33 4 d)5 €6

3) f(x) = 2x3 + 3x? — 12 fonksiyonunun x = —1’ deki tiirevi nedir?
a)—12 b) —6 )0 d) 6 e) 12

4) f(x) = 2x3 — x? — 7 fonksiyonunun x = 1 noktasinda (apsisinde) fonksiyona cizilen
tegetin egimi asagidakilerden hangisidir?

a) 4 b) —2 c)0 d)2 e)4

5)f'(x) =3x2—3ve f(0) =0 ise f(2) =7
a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) 12

6) x? + 4y? = 4 ise dy/dx asagidakilerden hangisidir?
a)—=3y/2x b)9y/2x ) —x/4y d)—x/y €)5/2(xy)

7) x?> + y? = 5 kapali fonksiyonu icin x = 1 ve y = 2 iken y '(1,2) kac olur?
a)o0 b) 3/4 c)—1/2 d)-5/8 e)-7/4

8)y =x.Inx ise dy/dx asagidakilerden hangisidir?
a)l+Inx b)x+Ilnx c)x.Inx dx—Ilnx e)x+1/x

9) f(x) = x? — 6x + 8 fonksiyonunun artan oldugu aralik asagidakilerden hangisidir?
a)(3,0) b)(=33) @24 d) (-0,2)U4») e)(-»,3)

10) y=x3—-3x>—-5x+7 fonksiyonu asagidaki apsislerden hangisinde doniim
noktasina sahiptir?
a)—2 b)—1 ¢)O d) 1 e) 2

Cevaplar

1)d, 2)e, 3)c, 4)e, 5)a, 6)c, 7)c, 8)a, 9)a, 10)d
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12. FONKSIYON GRAFIKLERININ CiziMi
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Bu Boliimde Neler Ogrenecegiz?
12.1. Asimptot Kavrami
12.2. Fonksiyonun Kritik Noktalar1
12.3. Artan Azalan Fonksiyon
12.4. Yiikksek Mertebeden Tiirevler
12.5. Fonksiyonlarin Konkavitesi
12.6. Bir fonksiyonun grafiginin ¢izimi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
1) Asimptot nedir?
2) Fonksiyonlarin tanim kiimesi nasil bulunur??
3) Fonksiyonun Kritik noktalar nasil bulunur?
4) Bir fonksiyonun grafigi ¢izilirken hangi asamalar uygulanir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu

Kazanim

Kazanimin nasil elde edilecegi
veya gelistirilecegi

Artan Azalan araliklarin,
Incelemesi

Bir fonksiyonun ¢iziminde
artan ve azalan araliklar,
tepe noktalarinin
belirleyebilmek

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
tekrar yaparak, Ornek
problem ¢ozerek

Konkavite Incelemesi

Bir fonksiyonun ¢iziminde
artan ve azalan araliklari,
tepe noktalarinin

Okuyarak, fikir yiiriiterek,
tekrar yaparak, Ornek
problem ¢6zerek

belirleyebilmek

Elde edilen bilgileri Okuyarak, fikir yiiriiterek,
Fonksiyon Grafikleri tablolamak ve Fonksiyon tekrar yaparak, Ornek

grafigi cizebilmek problem ¢ozerek
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Anahtar Kavramlar

e Marjinal Kavrami
e Esneklik (Elastikiyet)
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Giris

f:A - B f(x) = y fonksiyonu verildiginde f = {(x,y):y = f(x), x € A,y € B) kiimesine
diizlemde karsilik gelen noktalarin olusturdugu sekle fonksiyonun grafigi denir.

Bir (a, b) sirali ikilisini olusturan bilesenler bir f fonksiyonunun kurali olan y = f(x)
esitligini b = f(a) seklide saglarsa koordinatlar1 (a,b) olan nokta f fonksiyonunun
grafigi lizerindedir. Bu ifadenin tersi de dogrudur. Soyle ki, eger y = f(x) ile verilen
fonksiyonun grafigi lizerindeki bir noktanin koordinatlari (a, b) ise a ile b arasinda b =
f (a) iliskisi vardir. Fonksiyonlar béliimiinden hatirlayacaginiz gibi A tanim kiimesinden
bir eleman b = f(a) ise B goriintii kiimesine ait bir eleman olmalidir. Bu durumda b, a’nin
altindaki goriintiisiidiir veya “f’nin a’daki degeri b’dir” denir.

Sirali ikililerin birinci bileseni tanim kiimesinin, ikinci bileseni goriintii kiimesinin
elemanlaridir. Bu sirali ikilileri grafik diizlemde nokta nokta isaretlenerek fonksiyonun
koordinat diizlemindeki gortntisu yani fonksiyonun grafigi elde edilir. Asagida tanim ve
gorunti kiimesi verilen bir fonksiyonun sema gosterimi, degerleri iceren tablo gosterimi
ve diizlemdeki goriintisu yani grafigi verilmektedir.

Sema Gosterimi Tablo Gosterimi Grafik Gosterimi
B )
9} °
f
A & - y 7 -
1 3

1 *3

2 .5 2 5 ’ ?

3¢ .7 3 7 sl il

4 o « 9 4 9

Sekil 12.1: Fonksiyon verileri ve grafigi
Herhangi bir y = f(x) fonksiyonu verildiginde bunun grafigi cizilirken gerekli adimlar 7
baslik halinde asagida verilmistir.
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12.1 Fonksiyonun Tanim Kiimesi
Fonksiyon grafiklerinin c¢iziminde ilk adim verilen fonksiyonun tanim araligini

belirlemektir. Verilen tek degiskenli f(x) fonksiyonunda x yerine konabilecek sayilarin
kiimesine f (x) fonksiyonunun tanim kiimesi denir. Once verilen fonksiyonun tiiriine gore
x yerine konamayacak sayr olup olmadigi arastirilir. x yerine konamayacak sayilar
(fonksiyonu tanimsiz yapan degerler) reel say1 kiimelerinden c¢ikarilir.

Verilen fonksiyon polinom fonksiyon ise, polinom fonksiyonlar reel sayilar kiimesinde
tanimlhidir. x yerine konamayacak herhangi bir say1 yoktur.

Ornek:

f(x) =x3—2x%+3x —4 biciminde bir polinom fonksiyonun tanim kiimesi R
sayilarindan olusur. x yerine konamayacak herhangi bir reel say1 yoktur.

Verilen fonksiyon cift olan dereceden kokli bir fonksiyon ise, kok icerisinde bulunan
ifadenin 0 veya 0’dan biiylik reel sayilar olmasi gerekir.

Ornek:

f(x) =+x — 5 bigiminde bir cift olan dereceden koklii bir fonksiyon ise fonksiyonun
tanim kiimesi kok igerisinde bulunan ifadenin 0 veya 0’dan biiytlik reel sayilar olmasi
gerekKir.
x—5=20
x=5
Dolayisiyla fonksiyonun tanim kiimesi [5, o) araligidir. 5’in sol tarafinda bulunan 5’ten
kictik sayilar i¢in fonksiyon taniml degildir.
Verilen fonksiyon logaritmik fonksiyon ise, logaritmasi bulunacak olan ifadenin 0’dan
biiytlik reel sayilar olmasi gerekir.
Ornek:
f(x) =In (x —3) biciminde logaritmik fonksiyon ise, logaritmasi bulunacak olan
ifadenin 0’dan biiyiik reel sayilar olmasi gerekir.
x—3>0
x >3
Dolayisiyla fonksiyonun tanim kiimesi (3, o) araligidir. 3 ve 3'lin sol tarafinda bulunan
3’ten kii¢lik sayilar i¢in fonksiyon tanimli degildir.
Verilen fonksiyon bir rasyonel fonksiyon ise, rasyonel fonksiyonun paydasini sifira
esitleyen x degerlerinde fonksiyon taniml degildir. Dolayisiyla x yerine konamayacak
sayilar bulunur. Bunun diginda kalan reel sayilar kiimesi fonksiyonun tanim kiimesini
olusturur.
Ornek:
x+1
fo) =——
biciminde bir rasyonel fonksiyon verilmis ise rasyonel fonksiyonun paydasini sifira
esitleyen x degerlerinde fonksiyon taniml degildir.
x—1=0
x=1
Dolayisiyla fonksiyonun tanim kiimesi R — { 1 } araligidir. Bu ifadenin bir diger yazilis1 da
(—=00,1) U (1, ) bicimindedir.
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12.2 Asimptotik Degerler

y = f(x) fonksiyonunun grafiginin sonsuzda teget oldugu varsayilan dogru veya egrilere
veya fonksiyonu tanimsiz yapan degerlere asimptot denir.
Yatay Asimptot
Bir fonksiyon i¢in x, negatif sonsuza (—o0) sagdan yaklasirken limiti,
xl_i)moof(x) =c ; (csabit)
ve ayni fonksiyon i¢in x, pozitif sonsuza (o0) soldan yaklasirken limiti,
lim f(x) =c ; (csabit)
x—+00
ise bu durumda;
lim f(x) =c ; (csabit)

x—+oo
olur. Bu sonu¢ nun fonksiyonun yatay asimptotunun y = ¢ dogrusu oldugunu gosterir.
Diisey (Dikey) Asimptot
Bir fonksiyon i¢in x, belirli bir ¢ degerine sagdan yaklasirken limiti,
lim f(x) = £

X—C
ve aynli fonksiyon i¢in x, belirli bir ¢ degerine soldan yaklasirken limiti,

lim f(x) = to0
X—C™
ise bu durumda; fonksiyonun diisey asimptotunun y = ¢ dogrusu oldugunu gosterir.

Rasyonel fonksiyonlarda payday: sifir yapan [Q(x) = 0] noktalarda fonksiyon diisey
asimptota sahiptir.

Ornek:
3x+1
) =—=3
Fonksiyonunun yatay ve diisey asimptotlarini bulunuz.
Cozum:
o 3x+1
lim =
x—+o0 x — 1
o 3x+1
lim =3

x--c0 x — 1
Dolayisiyla; y = 3 dogrusu f fonksiyonun yatay asimptotudur.
3x+1 ) 31+1 _Sayr

AT A o011 Ak or
Fonksiyon 1’e sagdan yaklasirken +oo’a gider.
o 3x+1 ] 31+1 ~ Say1
lim = —— = -

xol- x—1  xb1* 0,999 —1  xo1t 0-
Fonksiyon 1’e soldan yaklasirken —oo’a gider.
Dolayisiyla; x = 1 dogrusu f fonksiyonun diisey asimptotudur.

Egik Asimptot

y, payinin derecesi paydasinin derecesinden bir derece biiyiik rasyonel fonksiyon olmasi
halinde ortaya c¢ikar. Rasyonel fonksiyonlarda payin derecesi paydanin derecesinden
biiylik oldugunda bdélme islemi yapilir. Kesirli kisim disinda kalan tam kisim fonksiyonun
egik asimptotu olur.
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P(x) Q)

) K(x) y=%=1f(@+%
R(x)
Ornegin,
P(x) x*+1 R(x)
N Te R E e
x2+1
y = p— =x+1+x_1
R(x)
K(x)+@=x+1+x_1
R(x)=2ve Q(x)=x—-1,
Kx)=x+1

bulunur. Dolayisiyla z = x + 1 dogrusu egik asimptot olur.
Payin derecesi paydanin derecesinden 1 biiytiik ise, egik asimptot dogrusal, payin
derecesi paydanin derecesinden 2 biyiik ise, egik asimptot bir parabol seklindedir.

12.3 Fonksiyonun Eksenleri Kestigi Noktalar
Bir fonksiyonun x ve y eksenlerini hangi nokta ya da noktalarda kestigi onemlidir.

Herhangi bir fonksiyon y eksenini eger x = 0 fonksiyonun tanim kiimesi icerisinde yer
aliyor ise, y eksenini tek bir noktada keser. Birden fazla noktada y eksenini kesen grafikler
fonksiyon tanimina uygun olmaz, onlar fonksiyon degildir. Fonksiyon x=0 apsisi i¢in y
eksenini keser. Dolayisiyla fonksiyonda x = 0 degeri yerine konarak fonksiyonun alacagi
deger hesaplanir. Bu sekilde y eksenini nerede kestigi belirlenmis olur.

Benzer sekilde fonksiyonun x eksenini hangi nokta ya da noktalarda kestigini
bulmak i¢in y = 0 yapilir. Yani verilen fonksiyon sifira esitlenir. Herhangi bir fonksiyon
tliriine gore x eksenini hi¢ kesmeyebilir, tek noktada kesebilir veya birden fazla noktada
kesebilir.

e x = 0—> y =7? fonksiyonunun y eksenini kestigi nokta,
e y=0->x = {x,x,,....,x,} fonksiyonunun kokleri veya x eksenini kestigi
nokta veya noktalar.

12.4 Fonksiyon ic¢in Birinci Tiirev Testi
Onceki boliimde anlatildig1 gibi, bir fonksiyonun birinci tiirevi fonksiyonun ne sekilde

degisim gosterdigini ifade eder. Fonksiyonun hangi aralikta arttigini, hangi aralikta
azaldigin1 veya hangi noktalarda tepe noktalarina sahip oldugunu belirtir. Bu tepe
noktalarina ekstremum noktalarda denir. Bunlar y’ = f’(x) tiirevinin isaret degistirdigi
noktalar veya (max, min) noktalaridir.

a) Fonksiyonun birinci tiirevi alinir ve sifira esitlenir. Buradan fonksiyonun (ekstremum
noktalar) tepe noktalarinin apsis degerleri elde edilir.

V=) =0 x= {x,x. )
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b) Ayni sekilde fonksiyonun birinci tiirevinin sifirdan biiyiik oldugu reel say1 araliginda
fonksiyon artan, sifirdan kii¢iik oldugu aralikta fonksiyon azalan fonksiyon olur.

o f'(x) > 0ise fonksiyon o aralikta artan,

. f'(x) < 0ise fonksiyon o aralikta azalan,
Not: Bazi fonksiyonlarda tiirev sifir olmadan da isaret degistirebilir. Bu durumda f'(x) =
0 olmadig1 halde bir maksimum veya minimum noktasi elde edilebilir.

y

malks noktasi

c) Turevin kokleri fonksiyonda yerine konarak:
o f(x) =y, f(x2) =y . f(xy)) = vy degerleri elde edilir.

12.5 Fonksiyon i¢in ikinci Tiirev Testi
Bir fonksiyonun ikinci tiirevi fonksiyonun biikeyligini tarif eder. Fonksiyonun hangi
aralikta konveks (yukari biikey-¢ukur), hangi aralikta konkav (asag1 biikey-tiimsek) veya
hangi noktalarda donim noktalarina sahip oldugunu belirtir. Doniim noktalar:
fonksiyonun biikiim degistirdigi noktalardir. Bu noktalarda fonksiyon ¢ukurdan tiimsege
veya tiimsekten ¢ukura gecer.

y'=f"
o y'=f"x)=0 {xx =2x4,..... , X;.} fonksiyonun déniim noktalari
o Bu degerler y = f(x) de yerine konarak doniim noktalarinin ordinatlari
bulunur.
f'ea) =y f ) = v
. f"(x) > 0 ise fonksiyon bu aralikta cukur (konveks),
o f"(x) < 0ise fonksiyon bu aralikta tiimsek (konkav) olur.

12.6 Elde Edilen Bilgilerden Tablo Olusturulmasi

Bu asamada ilk 5 adimda elde edilen bilgiler tabloda toplanir. Fonksiyonun tanim kiimesi,
asimptotik degerler, fonksiyonun x ve y eksenleri kestigi nokta ya da noktalar,
fonksiyonun ektremum noktalari, fonksiyonun arttigi azaldig1 araliklar, fonksiyonun
hangi aralikta konveks hangi aralikta konkav oldugu ve hangi noktalarda dontim (biikiim)
noktalarina sahip oldugu bir tablo ile belirtilir.
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12.7 Fonksiyon Grafiginin Diizlemde Goriintillenmesi
Bir 6nceki adimda olusan tablo bilgileri xy kartezyen koordinat duzleminde (grafik

diizlem) grafigi cizilir.
Ornek:
fx) =y =3x*—4x3
fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Cozum:
1) Verilen fonksiyon bir polinom fonksiyondur. Polinom fonksiyonlarin tanim kiimesi reel
sayilar R kiimesinden olusur.

2) Grafigi cizilecek fonksiyon bir polinom fonksiyon oldugu isin yatay ve diisey asimptota
sahip degildir.

3) Fonksiyonun y-eksenini kestigi noktay1 bulmak i¢in, fonksiyonda x yerine sifir yazilir.
x = 0icin,
f(0)=3.0"-4.03=0
Buna gore fonksiyon (0,0) noktasindan yani orijinden geger.
Fonksiyonun x-eksenini kestigi noktay1 (veya noktalar) bulmak icin fonksiyon sifira

esitlenir.
y = f(x) = 0 - 3x* - 4x3 = 0 denklemi c¢oziilerek;
x3(Bx—4)=0
_ _ 4
x=0 ve x = 3

bulunur.

Bu bilgiden fonksiyonun,
4
(0,0) ve (§,O)

noktalarindan gectigi (fonksiyonun kokleri) elde edilmis olur.

4) f'(x) = 12x3 — 12x? bulunur. Bulunan birinci tiirev sifira esitlenerek fonksiyonun
tepe noktalarinin apsis degerleri belirlenir.

12x® —12x* =0
denkleminden,

12x2(x—1) =0

x=0vex =1

noktalarinda fonksiyon tepe noktalarina sahiptir. Bu noktalin disinda kalan bélgelerde
yine fonksiyonun degisimi (arttig1 veya azaldig1 araliklar) incelenir.
(—=00,0), (0,1) ve (1, ) araliklarinda herhangi bir deger alinarak fonksiyonun o aralikta
degisimine bakilirsa,

e x = —5icin, 12.(—5)3 — 12.(-5)? < 0 oldugundan fonksiyon bu aralikta azalan,
e x=0,5 igin, 12.(0,5)> —12.(0,5)? < 0 oldugundan fonksiyon bu aralikta da

azalan,
e x =2 icin, 12.(2)>—12.(2)2 > 0 oldugundan fonksiyon bu aralkta artan
durumundadir.
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Bu bilgilerden daha 6nce elde ettigimiz tepe noktalarinin karakteri belirlenir.
Ornegin 1 apsisindeki tepe noktasi icin fonksiyon azalistan artisa gectigi icin bu noktanin
bir minimum noktasi oldugu gortliir.

5) ikinci mertebeden tiirev incelemesi yapilir.
f"(x) = 36x2% — 24x
bulunur. Bulunan ikinci tiirev sifira esitlenirse;
f"(x) = 36x% —24x =0

12x(3x—2) =0
denkleminden,

x=0vex = 2/3
noktalarinda fonksiyonun buikiim degistirdigi goriiliir.
Bu noktalarin disinda kalan araliklarda fonksiyonun ikinci tiirevinde rasgele degerler
verilerek isaretler incelenir.

e x = —2icin, 36.(—2)% — 24.(—2) > 0 oldugundan fonksiyon bu aralikta ¢ukur,

e x=1/3 icin, 36.(0,33)?2 —24.(0,33) < 0 oldugundan fonksiyon bu aralikta
timsek,

e x = 2icin, 36.(2)% — 24.(2) > 0 oldugundan fonksiyon bu aralikta ¢ukur oldugu
anlasilir.

6) Elde edilen bilgilerin bir tabloda gosterilmesi

X -00 0 2/3 1 4/3 +00
y +00 0 -1 0 +00
y' - 0 -
y" + 0 0 + +

6) Olusturulan tablodan hareketle fonksiyon grafiginin iki boyutlu diizlemde c¢izimi
gerceklestirilir.

() =3 - 42

2/3 1

Sekil 12.2: Fonksiyonun Grafigi
Ornek:

Asagidaki fonksiyonun grafigini ¢iziniz.
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Coziim:
1)Tanim kiimesi:
x+1=0->x=-1

Dolayisiyla
T.K.= R—{-1}
2) Asimptotik Degerler
Yatay asimptot:
2x +1
im =
x- x + 1
x = 2 dogrusu yatay asimptottur.
c) Diisey Asimptot:
2D +1

lim ——— =
S (- + 1
x = —1 dogrusu diisey asimptot.

3) Fonksiyonun eksenleri kestigi noktalar:

x = 0 i¢in;
(0)_2x+1_2.0+1_
O =T =0v1 =
y = 0 i¢in;
2x +1 -1
=0 »x=—
x+1
4) Birinci tiirev incelemesi
2O+ -MD.Cx+1) 1
(x +1)? (x +1)?

Fonksiyon her bolgede artan olur.

5) ikinci Tiirev incelemesi
0.+ 12— 2.(x+1).(1). (1)

n

(x + 1)*
, 0+ -2.(1) -2
B (x +1)3 S (x+1)3

Fonksiyon x < —1 iken konveks, x > —1 iken konkav dolayisiyla grafik asagidaki gibi
olur.

6) Elde edilen bilgiler 1s181nda tablo olusturulmasi

7) Elde edilen bilgiler 1s181nda fonksiyon grafiginin cizimi
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xl

4.5

35

25

15

0.5

15

25

35

45

Sekil 12.3: Fonksiyonun Grafigi
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Uygulama
y=e™
fonksiyonunun grafigini, grafik ¢izimi adimlarini da ag¢iklayarak ¢iziniz.
1) Fonksiyonun Tanim Araligi
Fonksiyonu tanimsiz yapan herhangi bir x degeri yok. x her noktada taniml.
Dolayisiyla fonksiyonun tanim araligi (—oo, 00) olur.
1) Asimptotik Degerler
a) Yatay Asimptot:

X

lim y= lim e™® = lim — =07
x—ztoo x—ztoo x-tooe

Dolayisiyla fonksiyon +oo’a giderken y = 0 ’da yatay asimptota sahiptir.
b) Diisey Asimptot:

y’yi sonsuz yapan x’in sonlu degerleri: Fonksiyon her noktada taniml oldugu i¢in
diisey asimptot yoktur.
3) Ozel Degerler - Fonksiyonun Eksenleri Kestigi Noktalar

a. x=0—>y=eY%=1, fonksiyon y eksenini (0, 1) noktasinda keser.

b. y=0 icin, fonksiyonu sifir yapan herhangi bir x degeri yoktur. Fonksiyon x

eksenini kesmemektedir. Sonsuzda y = 0 limit degerine ulasilmaktadir.
4) Ekstremum Noktalari

a. Birinci tiirev alinir ve kokleri bulunur.

y' = —2x. e~
y' = f'(x) = 0 igin;
x=x,=0

b. (—x, 0) araliginda f '(x) > 0 olur ve bu arlikta fonksiyon artar.
(0, ) araliginda f '(x) < 0 olur ve bu arlikta fonksiyon azalir.

c. Turevin kokleri fonksiyonda yerine konarak:

f0) =1

degerleri elde edilir.
5) Biikiim Noktalar

Bunlar y" = f"(x) ikinci tlirevinin isaret degistirdigi noktalardir. Bu noktalarda
fonksiyon cukurdan tiimsege veya tiimsekten cukura gecer.

a.y"=f"(x)=0

{x=xq,..., %}
fonksiyonun biikiim noktalari
y=e>
y' = —2xe*’

y" = (4x2 —2)e > =0

( 1 1 ) ( 1 1 )
——,—= ve |[——,—
V2'Ve V2'Ve
noktalar1 biikkim noktalaridir.

b.
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1 1
(-=-%) v (5~)

araliklarinda "' (x) > 0, f(x) ¢ukur (yukar biikey),

1 1

7%
araliginda f''(x) < 0, f(x) tiimsek (asag1 biikey) olur.
6) Toplanan bilgiler bir tabloda gosterilmesi
Grafigi kolay cizilebilen her fonksiyon i¢in tablo olusturmak sart olmayabilir. Elde

edilen bilgilerle tablo olusturmadan da fonksiyon grafigi cizilebilir.
7) Onceki adimlarda elde edilen bilgilerle fonksiyonun grafigi cizilir.

"

4

Sekil 12.4: y = e’ Fonksiyonunun Grafigi
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bir fonksiyonun ¢izim asamalar1 ayrintili olarak gosterilmistir. Fonksiyon ¢izimini
kapsayan 7 adimin detaylar1 farkli 6rnekler i¢in ayrintili olarak incelenmis ve sonunda
fonksiyonun grafigi eksen takimina yani diizleme aktarilmistir.
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Boliim Sorular

1) f(x) = 2x®—9x? —24x+ 12 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalar
asagidakilerden hangisidir?

a)x =-—1

b)x =2
x=-1lvex =2
dx=—-1vex =4
e)x=—-2vex =2

2) y = 2x /(9x? — 1) fonksiyonu i¢in yatay asimptot asagidakilerden hangisidir?

a)y=-2/9
b)x =2/9
y=2/9
dx=0
e)y=0

3) f(x) = 50/(x — 3)fonksiyonunun dikey (diisey) asimptotu asagidakilerden

hangisidir?
a)y =50
b)y=3
c)x=0
d)x=3
e)x = oo

4) y= 1+Inx fonksiyonunun konkav (tiimsek) oldugu aralik asagidakilerden
hangisidir?

a) (0, 1)

b) (0, e)

c) (0, =)

d) (e, =)

e) (1/e, )

5) y=2x3—-3x*—12x+8 fonksiyonunun biikim (doniim) noktasinin apsisi
asagidakilerden hangisidir?
a)x=3/2 b)x=1/2 c)x=-1/2 d)x=-3/2 e)Yoktur

6)y = % fonksiyonunun yatay aimptotu asagidakilerden hangisidir?
a)x=>5

b) y = 5x
cy=5x—-1
d) x =5y
e)y=5
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7)y = % fonksiyonunun diisey aimptotu asagidakilerden hangisidir?

a)x =-1
b)y=-1
Jx=1
dy=x
e)y=x—1

8)y= S;CT_ll fonksiyonunun hangi aralikta artandir?
a) R —{-1}

b) R — {1}
)R

dx=-1
e) R — {0}

9)y = % fonksiyonunun hangi aralikta azalandir?
a)R —{-1}

b) R — {1}
R
d)o
e) R — {0}

10)y = Sad fonksiyonunun hangi aralikta konvekstir?
x+1

a)x > -1
b)x >0
x<1
dx=-1
e)x < -1
11)y = % fonksiyonunun hangi aralikta konkavdir?
a)x>0
b)x > -1
x<1
dx< -1
e)x =-1
Cevaplar

1)d, 2)e, 3)d, 4)c, 5)b, 6)e, 7)a, 8)a, 9)d, 10)e,

11)b
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13. DIFERANSIYEL VE ESNEKLIK KAVRAMI

282



Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
13.1. Diferansiyel Kavrami
13.2. Dogrusallastirma
13.3. Talep Esnekligi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
1) Difernsiyel
2) Talep hangi durumda elastik (esnek)olur?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Esneklik Bir talep fonksiyonun nokta | Okuyarak, fikir yiriterek,

elastikiyetini belirleyebilmek | tekrar yaparak

Diferansiyel Fiferansiyel kavramini Okuyarak, fikir ytriterek,

anlamak

ornek uygulama yaparak
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Anahtar Kavramlar

¢ Diferansiyel Kavrami
e Esneklik (Elastikiyet)
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Giris

Bu boéliimiin birinci kisminda tiirevin iktisadi uygulamalarindan diferansiyel yaklasimu ile
bir fonksiyonun herhangi bir noktada alacag: deger ve ikinci kisimda da mikro iktisat
dersinin en ¢ok ugrasi alanlardan biri olan talep esnekligi kavramlar1 ayrintili olarak
incelenmektedir.
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13.1 Diferansiyel Kavrami
Asagida verilen grafikte gorildigii gbi herhangi bir A noktasinin koordinatlari
(a, f(a))'dir. Bu noktadan saga dogru x, dx kadar artar ise B noktasinin apsisi (x + dx)
elde edilmis olur. B noktasinin koordinatlari [a + dx, f(a + dx)] olacaktir.
Eger verilen f(x) fonksiyonuna tam A noktasinda bir teget cizilecek olur ise, bu cizilen
tegetin egimi f '(a) olur. Bu egim kullanilarak fonksiyonun A noktasindaki diferansiyeli
(dy) bulunmasi istenirse;
dy =m.dx = f'(a).dx
dy = f '(a).dx
iste buradaki dy’ye, x = a noktasinda fonksiyonun diferansiyeli denir.

Y y=f(x)

B 1.Dogrusu
m, = (a)

dy= f (a).dx

fla)

Sekil 13.1: Diferansiyel Kavraminin Gosterimi
f:R — R tiirevi alinabilen bir fonksiyon olsun. x’in degerindeki degisimi Ax, buna karsilik
gelen y’deki degisimi dy ile gosterelim. x’in diferansiyeli dx = Ax olmak lizere, y’'nin
diferansiyeli;

dy = f'(x).dx
olur. Bir fonksiyonun x noktasindaki tiirevi ile dx’in ¢arpimi (x’in diferansiyeli) carpimi
bu fonksiyonun diferansiyeline esittir.
y = f(x) fonksiyonunun diferansiyeli dy = f '(x).dx oldugu i¢in tiirev alma kurallari
difersnsiyel icin de gecerlidir.
Diferansiyelin tiirevden farki:
y=fx)
dy __, .
v f'(x) (Tirev)
dy = f'(x).dx (Diferansiyel)

Bir diger ifade ile dy diferansiyel, dy/dx ise tiireve esittir.
A noktasindan B noktasina bir kiris cizilecek olur ise bu kirisin egimi;
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by _fa+dn) - f@
4B T Ax dx
olur.
Dikkat edilecek olursa, bu cizilen AB dogrusunun egimi ile x = a noktasinda fonksiyona
cizilen teget dogrunun egimi ile ayni degildir. Eger dx miktar1 kigtltiilerek sifira
yaklastirilmaya ¢alisildik¢a AB dogrusunun egimi ile tegetin egimi birbirine yaklasacaktir.
iste bu durumda Ay = dy olacaktir. Dolayisiyla herhangi bir fonksiyonun belli bir noktada
alacagi deger diferansiyel yaklasimi ile yaklasik olarak bulunabilir.
Ornek:
y = f(x) = x? + 3x
fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun diferansiyeli;
dy = f'(x).dx
dy = (x? + 3x) .dx

olur. Bu da;
dy = (2x + 3)dx
esittir.
Ornek:
y = +/x fonksiyonunun x = 625 icin diferansiyelini bulunuz.
Cozium:
y=+x
dy = f'(x).dx
dy = (Vx)'.dx
1

dy = ﬁ dx
olur.
x = 625 i¢in;

1
dy = dx
Y 2625

1
dy =555
dy =~ g
Y =50 ™
dy = 0,02 dx

olur. Fonksiyonun x = 625 icin tiirevi veya x = 625 apsisine karsilik gelen noktada
fonksiyona cizilen tegetin egimi sorulsa idi;
dy _ .,
T f'(x)=0,02
olarak bulunmus olurdu.
Ornek:
v/627 'nin alacag degeri diferansiyel yardimi ile yaklasik olarak bulunuz.
Coziim:
Bu soruda kullanilacak fonksiyon y = f(x) =+/x fonksiyonudur. Biliyoruz ki 625
sayisinin karekoki 25'tir.
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y=f(x)=+Vx
627 = 625 + 2 = x + dx

Buradan;
x =625
dx =2
dy = f'(x).dx
f(x) = v/x fonksiyonunun tiirevi; f '(x) = 1/2v/x oldugundan;
1
dy = N dx

f(627) = f(625+2) = f(x + dx)
flx+dx) = f(x)+dy
flx+dx)=f(x)+f'(x).dx
Buaradaki f'(x).dx ifadesi dy’ye esit olup diferansiyel kavramina Kkarsilik gelir.
Diferansiyel x’deki degisime karsilik gelen y’deki degisimdir.

1
f(627) =\/§+m.dx

1
£(627) = V625 + T
V627 = 25 + 0,02.2
V627 = 25,04
seklinde yaklasik olarak bulunur. Hesap makinesi ile V627 degeri 25,039968.. biciminde
devam eden bir irrasyonel say1 oldugu goriilebilir. Burada dx degeri ne kadar kigik
tutulursa diferansiyel yaklasimi kullanilarak daha dogru sonuca ulasilabilir.
Ornek:
log 1001 sayisini diferansiyel yardimi ile yaklasik olarak bulunuz.
Cozum:
Bu soruda kullanilacak fonksiyon y = f(x) = logx fonksiyonudur. Biliyoruz ki 1000
sayisinin logaritmasi 3’tiir.

y = f(x) =logx
1001 = 1000+ 1 = x + dx

Buradan;
x = 1000
dx =1

dy = f'(x).dx
f(x) = log x fonksiyonunun tiirevi; f '(x) = 1/x oldugundan;

1
dy = o dx

£(1001) = f(1000 + 1) = f(x + dx)
fx+dx) = f(x)+dy
flx+dx)=f(x)+ f'(x).dx

1
flx+dx) = logx-i—;.dx
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1
f(1001) =10g 1000 + -5 1

log1001 = 3 4+ 0,001.1
log 1001 = 3,001
seklinde yaklasik olarak bulunur. Hesap makinesi ile log 1001 degeri 3,000434..
biciminde devam eden bir irrasyonel say1 oldugu gortlebilir. Burada dx degeri ne kadar
kiigiik tutulursa diferansiyel yaklasimi kullanilarak daha dogru sonuca ulasilabilir.

13.2 Talep Esnekligi (Elastikiyeti)

Talep esnekligi bir lriiniini belirlenen fiyati ile, iirtine olan talep arasindaki iliskiyi
gostermektedir. Bir lirlin icin talep fonksiyonu ¢ok alicili ¢ok saticili sistemlerde genellikle
negatif egimli yani genellikle azalan egri ya da dogrular olur. iktisatta; talepteki yiizde
degisimin irlnin fiyatindaki ylzde degisimine orani elastikiyet (esneklik) olarak
tanimlanir. Uriiniin ikameleri az sayida ise, esneklik genellikle diisiik olur. Ornegin
ekmegin fiyatinin artmasi yenen yani talep edilen ekmek miktarini ¢ok degistirmez. Ancak
cep telefonlarinin alternatif model ve markalarn ¢ok sayida oldugu icin, fiyattaki artis
genellikle talebin diisiisiine sebep olur. Elastikiyeti matematiksel olarak asagidaki
adimlarla belirlenir. Belirli bir {iriin i¢in olusan talep fonksiyonu icin belirli bir noktada
elastikiyet hesaplanmak istendiginde, talebin nokta elastikiyeti hesaplanmis olur.

P 4

Sekil 13.2: Ters Talep fonksiyonu D’nin grafigi
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fla)

fla+h)

q q+h

Sekil 13.3: Ters Talep fonksiyonu D’nin grafigi
Talepteki yluizde degisim

Fiyattaki ylizde degisim

2 — 1 - 100
a1
P2 —P1 =100
P1
2 — 41
a1
m=p,—p:
P1
p, yerine f(q + h) ve p; yerine f(q); q, yerine (q + h) ve g, yerine (q) konursa;
qt+th—gq
N = q
fl@+h) —f(q)
f(@)
h

Elastikiyet (Esneklik) = n =

Esneklik = 9 =

§ = q
flqg+h) —f(q)
f(@)

Payda daki p = f(q) yerine yazilirsa,
h

n = q
fla+h)—f(q)
P

h ile p’nin yeri degistirilirse;
p
_h P _ q
n=-: = —
q fla+h)-f(@ ﬂq+2 f(@)
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h — 0 yaklastirilip limit degerine bakilirsa;
p

. . q

limn = lim

oo ho0 f(q ¥ h) — £(@)
h

Q3

limn =
T Fa+ D =@
h—0 h
Payda p'nin q’ya gore tiirevinin limit tanimindan baska bir sey degildir.
flath—fl@ _dp

Il’L1—>O h dq
p
=1
E=n= d_p
dq
p p d
Elastikiyet = Esneklik = E =n = dq_p = ﬁ |§ £|

dq
E = n; Talebin nokta elastikiyetini gosterir. Talep fonksiyonu ve esnekligin bulunmasi
istenen noktada 3 farkli durumu ortaya ¢ikabilir. Esneklik = [(p bolii g)X(g'nun p’ye gore

tiirevi)]
[ ]

|n| > 1; Elastik (esnek)
| n| = 1; Birim elastik (birim esnek)

| n | < 1;Esnek degil (inelastik)

[ ]
[ ]
Asagida verilen talep farazi talep fonksiyonlar1 (D;ve D;) icin esnekligin sonsuz ve sifir

oldugu durumlar gorilmektedir.

P A p A D,
E=o E=0
DI
> >
Q Q
Sekil 13.4: Talep fonksiyonu D’nin 6zel halleri
Ornek:
Bir iiriin i¢in talep fonksiyonu (D),
1
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ve arz fonksiyonu (S);

_ [p — 100 ]
=171
olarak belirlenmistir. Talebin g = 41 birim oldugu durumda talebin nokta elastikiyetini

bulunuz.
Coziim:

q =41 icin p =?
q = 41 asagidaki gibi talep fonksiyonunda yerine konarak p bulunur.
104
p=f(q=41)=41+11+100=§+100=102
dq 0.(p—100) —1.104
dp~ (p—100)?
dq _ —104 _ —104
dp (102 —100)2 4
_ ‘ P dq)_
T ap
|10z
n= TR —25,5
n =|—-63,44| = 63,44 > 1
n > 1 oldugu icin, talep g = 41 noktasi (apsisi) i¢in elastiktir. Talebin nokta elastikiyeti
arastirildigi i¢in arz fonksiyonu ¢éziimde hi¢ kullanilmadi.

(D i¢in; g'nun p'ye gore tiirevi)

= —25,5

Asagida verilen talep fonksiyonlarinda fiyattaki yiizde degisimlerinin talepte yarattigi
yuzde degisimlerin ¢ farkli durumu grafik olarak gosterilmektedir. Birincisinde fiyatta
kiciik yltizde degisimlerinde talep fazlaca degim gostermis (esnek, E > 1), ikincisinde
fiyattaki buiyiik ytizde degisimler talepte kiicilik ylizde degisime sebep olmus (esnek degil,
E < 1), lglnclsiinde ise fiyat ile miktar degisim yiizdeleri birbirinin ayni kalmistir (Birim
esnek, £ = 1).
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P1

P2
P3

> E>1

4
-
>
Q1 Q2 Q3

Sekil 13.5: Esnekligin biiyiik olmasi durumu E > 1
P D
P1

A

E<1

P2

\J
P3

0 Q1 Q2Q3

Sekil 13.6: Esnekligin kii¢iik olmasi durumu E < 1
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P1

P2

0 Q1 Q2

Sekil 13.7: Esnekligin 1 olmasi durumu E =1
Ornek:
Bir tirtiniin fiyat1 7 TL den 6 TL ye distiigiinde o tlrtine olan talep 1000’den 2000 Adete
cikmis ise talebin fiyat esnekligi nedir?
Coziim:
Esneklik, Uriiniin talebindeki %1 lik degisimin fiyattaki % degisime oranu.
Talepteki ylizde degisim

Elastikiyet (Esneklik) =n = Fiyattaki ylzde degisim

qu_ q1 - 100
Esneklik =9 = —2——
|4 P1 =100
1
92 — 41
. q
M=, —p1
P1
2000 — 1000 1000
y = | 1000 -1001 | 7500
- 6—17 T 16—-7
— 100 7
n= |_l1| =|-7/=7 n > 1; Esneklik birden biiyiik ciktig1 i¢in talep bu noktada
esnektir.
Ornek:
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Fiyat

7 p
150
.'|
100 \ 7
7
| &
Fil S | \
L
S
LY
L
L1
LY
| : h
25 -
' — lalep, D
: : e
i 3 -H-\-"""-a...\_
—
0 1,000 3,000 5,000 7500

(] . Talep Miktar: {Adet)

Yukarida verilen talep fonksiyonu i¢in g ve h noktalarinda talebin nokta elastikiyetlerini
bulunuz.
Cozum:
g noktasi = (q,p) = (1000, 100)
h noktasi = (q,p) = (5000, 25)
a) g noktasi i¢in esneklik:
p dp| 100 —150

p= 2| 100 150

q dql ~ 11000 " 30001
d
% (Fonksiyona g noktasinda ¢izilen tegetin egimi)
E, = 2 > 1; Talep g noktasinda esnektir.

b) h noktasi i¢in esneklik:

p dp 25 -75
q dql 15000 ~ 7500

d
£ (Fonksiyona h noktasinda cizilen tegetin egimi)

E, = 0,5 < 1; Talep h noktasinda esnek degil.
Ornek:
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Fiyat

0 350 800 889 1,000 1,700 2,000
q, Talep Miktar: (Adet)

Yukarida verilen D talep fonksiyonu icin a, b noktalarindan, c¢,d noktalarindan ve e, f
noktalarindan gecen dogrusal fonksiyonlar:1 belirleyerek, tam orta noktalarinda talep
esnekliklerini hesaplayiniz. Nokta araliklarinda talebi dogrusallastiriniz.

a) a, b noktalarinda gecen dogrunun denklemi;
Y—Y1 XX

Y2—=Y1 X2~ X

y—14  x—-600
16 — 14 350 — 600
y—14 x—600

2 =250
x — 600
—125

_x 000
Y =125 " 125

-—* 1188
Y= 1257 %

a, b noktalarindan gecen dogrusal fonksiyonun egimi —1/125tir.
p dp 15 -1
n= |—+— =|—+—| =441
q dq 425 125
E,p = 4,41 > 1; Talep bu aralikta esnek.
b) ¢, d noktalarinda gegen dogrunun denklemi;
Y—Y1 XX

Y2—=YV1 X2—X;

y—14 =

y—8 x—1000

9—-8 889 —1000
y—38 x—1000
1 —111
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o _ X 1000
YTe T T O
—x 1000

=111 +xﬁ +8
y = 111 + 17
¢, d noktalarindan gegen dogrusal fonksiyonun egimi —1/111’tir.
_|p . dp| |85 | —1|
1= o Gl = saes il =
E. 4 = 1; Talep bu aralikta birim esnek.

y

c) e, f noktalarinda gecen dogrunun denklemi;
Y—Y1 _X—X

Yo—=Y1 X2—X

y—4  x-—2000
4—2 1700 — 2000
y—4 x—2000
2 =300

M 2000
YT T 150
—x 2000

Y =150t 150 T4

X
=~ 41733
Y=1s0 7

e, f noktalarindan gegen dogrusal fonksiyonun egimi —1/150’tir.
d 3 -1

B+_p = |-—=+-—=| = 0,243

qg dq 1850 150

E. 4 = 0,243 < 1; Talep bu aralikta esnek degil

n:

p ve q degerleri li¢ 6rnekte iki noktadan esit uzakliktaki tam orta noktalari se¢ilmistir.

Ornegin a sikkinda

16 + 14 600 + 350
> =15TL wve Q="

p:

olarak elde edilmistir.

= 425 Adet
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Uygulama

V124 sayisini diferansiyel yardimu ile yaklasik olarak bulunuz.
Cozium:
Bu soruda kullanilacak fonksiyon y = f(x) = ¥/x fonksiyonudur. Biliyoruz ki 125
sayisinin kiip koki 5°tir.

y=f()=x

f(124) = f(125 + (1)) = f(x + dx)

Buradan;
x =125 dx=-1

dy = f'(x).dx
f(x) = Vx fonksiyonunun tiirevi;

1
1A x —
o=
oldugundan;
1

3Vx2?
flx+dx) = f(x)+dy
flx+dx)=f(x)+ f'(x).dx

1
flx+dx) = Vx+—5—.dx
3Vx2

dx

dy =

\/_
; 1
fx +dx) = V125 — 3@.(—1)
flx +dx) = i/ﬁ—%.(—n

V124 = 5+ 0,013333.(—1)
V124 = 4,9866

seklinde yaklasik olarak bulunur. Hesap makinesi ile /124 degeri 4,9866309.. biciminde
devam eden bir irrasyonel say1 oldugu goriilebilir. Burada dx degeri ne kadar kiiglik
tutulursa diferansiyel yaklasimi kullanilarak daha dogru sonuca ulasilabilir.
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Uygulama Sorulari
1) Bir uirtiniin fiyat1 7 TL’den 6 TL’ye diistiiglinde o lirtine olan talep 1000’den 2000 adede
cikmis ise talebin fiyat esnekligi nedir?
Coziim:

2000 — 1000

_ Too0 - 100| _ -
n 6—7
=100

n=7
Uriiniin talebindeki %1’lik degisimin fiyattaki % degisime oranu.
2) VY217 sayisini diferansiyel yardimi ile yaklasik olarak bulunuz.
Cozium:
Bu soruda kullanilacak fonksiyon y = f(x) = /x fonksiyonudur. Biliyoruz ki 216
sayisinin kiip koki 6’tir.

y=fx)=Vx
f(217) = f(216 + 1) = f(x + dx)
Buradan;
x=216 dx=1
dy = f'(x).dx
f(x) = Wfonksiyonunun tirevi;
1
1A x -
f1) 3Vx?
oldugundan;
1
dy = dx
Y T3

flx+dx) = f(x)+dy
flx+dx)=f(x)+ f'(x).dx

1
flx+dx) = Vx + —5—.dx
3Vx2

\/_
3 1
f(x+dx) =216 — Tk (D
3 1
f(x+dx)§ VlZS—ﬁ(l)

V217 = 6 + 0,00926
V217 = 6,00926

seklinde yaklasik olarak bulunur. Hesap makinesi ile Y217 degeri 4,00924500...
biciminde devam eden bir irrasyonel say1 oldugu goriilebilir. Burada dx degeri ne kadar
kii¢iik tutulursa diferansiyel yaklasimi kullanilarak daha dogru sonuca ulasilabilir.
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu boliimde tiirev konusunun isletmecilik ve iktisat uygulamalarindan diferansiyel
yaklasimi, dogrusallastirma ve talep esnekligi anlatilmistir. Verilen bir talep
fonksiyonunun fiyata gore esneklik durumlar belirlenmis ve ardindan nokta elastikiyeti
belirlenmis ve aldig1 degere gore esnek olduguna veya esnek olmadigina karar verilmistir.
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Boliim Sorulan
1) Bir {iriiniin talep fonksiyonu p = 500 — 5q — g olarak belirlenmistir. p fiyat g iiretim
(satis) miktarim1 gostermekte ise, ¢ = 5 i¢in talebin nokta esnekligi mutlak degerini
almadan 6nce kag olur?
a) 4
b) 1
c)—-15
d)-1
e) —6

2) Bir iiriine ait talep fonksiyonu g = 1000 — 50p? seklinde belirlendigine gore. Talep
elastikiyetini p = 3 icin bulunuz.

a) 2,03

b) 1,64

c)—1

d)1

e) 0,53

3) Bir iiriiniin satisindan elde edilen toplam gelir fonksiyonu R(gq) = 400q — 4q? olsun.
Uriin sayisinin ¢ = 20’den g = 22'ye degismesi durumunda gelirdeki yaklasik degismeyi
diferansiyel kullanarak bulunuz.

a) 440

b) 460

c) 480

d) 500

e) 520

4) p = 400 — g2 olarak verilen talep fonksiyonu g’nun hangi degeri icin birim elastiktir?
a)q =20

b)q =21
c)q =22
d) q = 24
e)qg =25

5) y = f(x) = In(x? + 3) fonksiyonunun diferansiyeli (dy) asagidakilerden hangisidir?
a)dy = 2xdx

b) dy = (x? + 3)2xdx

c)dy = (x? + 3)dx

d) dy = —2—. (2x)dx

(x2+3)
2Xx

e) dy = mdx
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6) Talep denkleminin p = 20 - 2q ve arz denkleminin p = 5 + g olarak verildigi durumda
denge miktar1 kagtir?

a) 3

b) 5

c)6

d) 7

e)8

7) Elmanin talep egrisi ¢ = 540 - 12p ve elma talebinin nokta fiyat esnekligi de n =- 2
cikmus ise fiyat (p) kag TL'dir?

a) 20

b) 24

c) 27

d) 30

e) 35

8) g = 64 — p talep fonksiyonu icin p’nin hangi degeri icin talep elastiktir?
a)p > 32

b)p < 32

Ap >4

dp<4

e)p=0

9) Ulke ekonomisinde piyasaya konu olan bir malin piyasa talep fonksiyonu
qp = 320 —30p
ve ayni mala ait piyasa arz fonksiyonu ise
qs = 20+ 20p
dir. Denge fiyat1 ne kadar olur?
a) 5 b) 6 c)7,5 d) 10 e) 15

10) Hesap makinesi ile 3/217 ile buldugunuzda ekranda virgiilden sonraki ii¢ hanesinde
hangi say1 goriliir.

a) 009

b) 008

c) 092

d) 004

e) 094

Cevaplar

1)e, 2)b, 3)c, 4)a, 5)e, 6)b, 7)d, 8)a, 9)b, 10)a
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14. TUREVIN IKTISADI UYGULAMALARI
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Bu Béliimde Neler Ogrenecegiz?
14.1. Marjinal Kavrami
14.2. Marjinal Gelir
14.3. Marjinal Maliyet
14.4. Marjinal Kar
14.5. Marjinal Tiketim Egilimi
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Béliim Hakkinda ilgi Olusturan Sorular
1) Marjinal kavramini tanimlayiniz?
2) Marjinal gelir nedir?
3) Marjinal maliyet nedir?
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Boliimde Hedeflenen Kazanimlar ve Kazanim Yontemleri

Konu Kazanim Kazanimin nasil elde
edilecegi veya
gelistirilecegi

Marjinal Gelir

Gelir fonksiyonunda marjinal
gelir fonksiyonunu elde

Okuyarak, fikir yiiriiterek,

adebilmek tekrar yaparak
Maliyet fonksiyonunda
. : marjinal maliyet | Okuyarak, fikir yiiriiterek,
Marjinal Maliyet fonksiyonunu elde | tekrar yaparak
edebilmek

Marjinal Tiketim Egilimi

Marjinal Tiiketim Egilimini
anlamak

Okuyarak, fikir ytriterek,
tekrar yaparak
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Anahtar Kavramlar
Marjinal Kavrami
Marjinal Maliyet
Marjinal Gelir
Marjinal Tiiketim Egilimi
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Giris
Daha 6nceki boliimlerde bir firmada iiretilen belli bir triintin liretimi (satis1) icin olusan
toplam maliyet (TC), toplam gelir (TR veyaR) ve kar fonksiyonlarinin (P) nasil
belirlendigi incelenmisti.
R(q) =p.q

TC(q) =VC+FC

TC(q) =c.q+FC
Bu arada toplam maliyet iki kisimdan olusmakta idi. Birinci kisin toplam degisken maliyet
(V0), ikinci kisim ise toplam sabit maliyet (FC) idi.
Kar ise toplam gelirden toplam maliyet ¢ikarilarak elde edilmekteydi.

P(q) = R(q) —TC(q)
P(q@) =p.q — (c.q + FC)
P(q) =p.q—c.q—FC

Bu béliimde, tiirev konusunun isletme ve iktisat uygulamasi olan marjinal gelir, marjinal
maliyet, marjinal kar kavramlari tizerinde durulacaktir.

Bu boliimde ayrica belli bir tiiketim fonksiyonu verildiginde marjinal tiiketim egilimi nasil
bulunur konusu da agikliga kavusturulacaktir.
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14.1 Marjinal Gelir ve Marjinal Maliyet Kavramlari
Marjinal kavrami; genel olarak iiretilen (satilan) her yeni iirtintin gelir veya maliyeti ne
kadar degistirdigini (arttirdigini veya azalttigini) belirtir. Marjinal ifadesi bir anlamda art1
bir birim tiretimin (satisin) gelire veya maliyete etkisidir denir. En sik kullanilan 6rnekler;
marjinal fayda, marjinal tiiketim, marjinal gelir veya marjinal maliyettir.
Asagidaki tabloda (Tablo 14.1) bir firmanin is¢i sayisina bagh olarak toplam {retim
degerleri, marjinal iiretim degerleri ve ortalama liretim degerleri verilmektedir.
Tablo ayrintili bir sekilde incelenirse, is¢i sayis1 birer birer arttik¢a toplam iiretimin esit
sekilde artis gostermedigi acikca gorilmektedir. Hatta 5 is¢iden sonraki isci sayisindaki
artis toplam tretimi arttirmadigl gibi toplam iiretimin azalmasina sebep olmaktadir.
Buradan da anlasilmaktadir ki, is¢i sayisindaki bir birimlik artis toplam iiretimde farklh
degerde artislara (bazen de azalislara) sebep olmaktadir. Toplam tliretimdeki degisimin
isci sayisindaki degismeye isgiiciiniin marjinal verimliligi denir.
iste ilave bir iscinin toplam iiretime katkis1 marjinal etki anlamina gelmektedir. Ornegin
2. is¢inin toplam tiretime katkisi (etkisi) 6 — 2 = 4, 3. is¢inin toplam tiretime katkis1 12 —
6 = 6, 6. iscinin toplam iiretime katkisi ise 18 — 18 = 0 olmaktadir. 7. is¢inin de ise
girmesiyle toplam iretim18’den 14’e diiserek; 14 — 18 = —4; 4 birim azalma
gostermisitr. Burada anlatilan ilave bir birimlik bagimsiz degiskendeki artisin
fonksiyonda ne kadarlik bir degisim meydana getirdiginin agiklanmasindan bagka bir sey
degildir. iste bu etkiye (negatif veya pozitif katki) marjinal kavramini tanimlar. Ayn
tabloda ortalama iiretimler de dogal olarak degisim gostermektedir. Is¢i sayis1 baslangicta
arttikca ortalama liretim degerleri artis gostermis ancak sonraki is¢i sayilari i¢cin ortalama
lretim azalmaya baslamistir.

Tablo 14.1: isci sayisina bagh olarak degisen iiretim degerleri

Isci Sayis1 Topl&n;l?l;etim Marjinal Uretim Ortalama Uretim
1 2 2 2
2 6 4 3
3 12 6 4
4 16 4 4
5 18 2 3.6
6 18 0 3
7 14 -4 2
8 8 -6 1

p, bir lirliniin birim satis fiyatini, q ise belirli bir donemde olusan talebi (liretim, satis
degeri), c 0 donemde olusan birim degisken maliyeti gdstermek tlizere;
Toplam gelir fonksiyonu;
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TR(q) veya R(q) = p.q
Toplam maliyet fonksiyonu;
TC(q) =VC+FC
TC(q) =c.q+FC
Bu arada toplam maliyet iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisin toplam degisken maliyet
(V0), ikinci kisim ise toplam sabit maliyet (FC) tir.
Kar ise toplam gelirden toplam maliyet cikarilarak elde edilmektedir.
P(q) =R(q) —TC(q)
P(q) =p.q—(c.q +FC)
P(q) =p.q—c.q—FC
P > 0 iken Kkar; P = 0 icin Basabas (BBN) veya Sifir Kar Noktas1 (SKN), P<0 iken zarar
durumunda olunur.
Ornek:
Bir atolyede sadece bir iirliniin iiretildigini ve dénem sonuna kadar da iiretilen biitiin
tiriinlerin satildigini varsayalim. Uriiniin birim degisken maliyeti 7,5 TL ve satis fiyat1 15
TL ve o donemde olusan sabit maliyetler toplami 15000 TL oldugu bilindigine gore, o
doénemde atolye i¢in toplam gelir fonksiyonunu, toplam maliyet ve kar fonksiyonlarini
elde ediniz. Basabas noktasindaki tiretim (satis) diizeyini belirleyiniz. Eger o donemde
3500 adet tiriin tretilip satilir ise firmanin elde edecegi kar1 bulunuz.
Cozum:
Toplam gelir fonksiyonu;
R(q) =p.q
R(q) =15.q
Toplam gelir fonksiyonu dogrusal fonksiyon olup egimi 15'tir. Her bir satis geliri 15 TL
arttirmaktadir. Sabit terim (liretimden bagimsiz gelir) olmadigi icin orijinden baslayip
artan bir dogru olacaktir.
Toplam maliyet fonksiyonu;
TC(q) =VC+FC
TC(q) =c.q+FC
TC(q) =7,5.q + 15000
Toplam maliyet fonksiyonu dogrusal fonksiyon olup egimi 7,5’tir. Her bir tiretim (satis)
maliyeti 7,5 TL arttirmaktadir. Sabit maliyet (liretimden bagimsiz maliyet) 15000 TL
olarak verilmistir. Toplam maliyet dogrusu da egimi 15000’den baslayip artarak giden bir
dogru olacaktir.
Kar fonksiyonu ise toplam gelirden toplam maliyet ¢ikarilarak elde edilir.
P(q) = 15.q — 7,5.q — 15000
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R, TC
TL

50,000
45,000
40,000
35,000

30,000

25,000
20,000

15,000

1,0000

2,000

500 1,000 1,500 2,000 2500 3,000 3,500

Sekil 14.2: Basabas analizinin grafiksel gosterimi
Karin sifir oldugu nokta yani basabas noktasi sorulduguna gore;
BBN'deKar= P =0
0=15.q —7,5.q — 15000
0=7,5.q—15000
15000
=775
q = 2000 Adet

BBN, Basabas noktasindaki tiretim diizeyi g = 2000 adettir.
q = 3500 adet iken atélyenin elde edecegi kar;

P = 15.3500 — 7,5.3500 — 15000

P =7,5.3500 — 15000 = 11250
P (Kar) = 11250 TL olacaktir.

14.2 Marjinal Gelir, Marjinal Maliyet Fonksiyonlari
Marjinal geliri veya marjinal maliyeti belirleyebilmek icin tiirevden yararlanilir. Toplam

gelirin birinci tlirevi marjinal geliri, toplam maliyetin birinci tiirevi ise marjinal maliyeti
vermektedir. Ortalama marjinal maliyet ise art1 bir birimin ortalama maliyete etkisinin ne
kadar oldugunu ortaya koyar.
R(q) lretim seviyesine bagh toplam gelir fonksiyonu ise,
Marjinal gelir;
dR()
dq
MR(q) = R(q + 1) -R(q)

MR(q) =
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TC(q) uretim seviyesine bagh toplam maliyet fonksiyonu ise,
Marjinal maliyet;
dTC(q)

dq

MC(q) = TC(q + 1) - TC(q)

Bir Uretime iligskin toplam gelir ve toplam maliyet fonksiyonlarini bildigimiz takdirde,
kiar1 maksimum veya minimum yapan iiretim seviyelerini bulmak istersek gelir
fonksiyonundan maliyet fonksiyonunu ¢ikararak kar fonksiyonu elde edilir.
Kar;

MC(q) =

P(q) = TR(q)-TC(q)

IC, R

L*.]

h-...]
N

.,_x

T
x 1000 TL

Kar fonksiyonunun birinci tiirevi alinip sifira esitlenirse karin maksimum veya minimum
oldugu noktalar elde edilir.
Karin tiirevi ise;

dP(q) _dR(q) dTC(q)
dg  dgq dq

ap _ MR McC
dq (@) —MC(q)

olacaktir. Marjinal gelirden marjinal maliyet ¢ikarilip sifira esitlendigi nokta ya da
noktalarda kar maksimum veya minimum olur.
P(q) = MR(q)- MC(q) = 0

) MR(q) = MC(q)
Ornek:
Bir iirtiniin talep fonksiyonu;

p = f(q) = 1000/(q + 5)
olarak verildigine gore g = 45 iken marjinal gelir nedir?
Cozium:

Toplam Gelir = Talep Miktar1 - Satis Fiyati
(R=p.q,p=f(q)
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e _ @) 1000 1000q
—p-q—fq-q—q+5-q—q+5

dR  1000.(q +5) — 1000.q

R(Q)ZE_ (q +5)2
, 1000. (45 + 5) — 1000.45
R'(q =45) = (45 1 5)2
, 1000.50 — 1000.45
R'(q =45) = (50)2

, 5000
R'(q = 45) =—2500 =2

R _ MR(q) = 2

dqg U=

olur.

14.3 Tiiketim Fonksiyonu ve Marjinal Tiiketim Egilimi
Tiiketim fonksiyonu, tiiketim harcamalar1 ile milli gelir arasindaki iligkiyi belirtir.

Bir ekonomide milli gelir seviyesi ytikseldikge tiiketim harcamalar1 da diizgiin bir seyir
takip ederek artmaktadir. Durum, tiiketim sedulii adi verilen bir tablo yardimiyla
gosterilebilir. Malin muhtemel fiyatlar karsisinda, o maldan satin almak isteyen alicilarin
istedikleri mal miktarini ve mala olan talebin genel yapisini ve 6zelliklerini ac¢iklayan
kavramdir. Belirli bir mal ya da hizmetini 6teki kosullar degismemek iizere, cesitli fiyat
diizeylerindeki arz miktarlarini gésteren tablodur.

Y=C+S

¢ =f)
Asagidaki tabloya gore milli gelir arttik¢a, yogaltim harcamalar1 da genislemektedir.
Yalniz burada dikkat edilecek husus, tiiketim harcamalarindaki her yiikselisin milli
gelirdeki artislarin sabit bir ytizdesi kadar olmasidir. Tablodaki iliski soyle bir fonksiyon

halinde yazilabilir:
Milli Gelir Milli Gelirdeki Tiiketim Harcamalari Tiiketim Harcamalarindaki
(Milyar TL) Artis (Milyar TL) (Milyar TL) Artis (Milyar TL)
100 - 90 -
110 10 97 7
120 10 104 7
130 10 111 7
140 10 118 7

C=10 +0,7-Y

Burada C, tiiketim harcamalariny, Y ise milli geliri gostermektedir.

Bu fonksiyonel iliskiden anlasildigina gore, ad1 gecen ekonomide milli gelir seviyesi sifir
dahi olsa 10 Milyar TL’lik tiiketim harcamasi yapilmaktadir. Ayrica milli gelirdeki her
artis, kendisinin %70 kadar bir tiiketim harcamasina sebep olmaktadir. Bu degismez 0,7
katsayisina marjinal tiiketim egilimi ad1 verilir. Ote yandan, her milli gelir seviyesinde
yapilan toplam tliketim harcamalarinin adi gegen milli gelir seviyelerine orani
degismektedir. Bu orana da ortalama tiiketim egilimi denmektedir. Ornegin milli gelir 100
Milyar TL iken ortalama tiiketim meyli 90/100 = 0.90, 110 milyar T.L. iken 97/110 =
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0.88 ve 140 milyar iken 118/140 = 0.84 olmaktadir. Tiiketim fonksiyonu genel bir
dogrusal iliski halinde yazilabilir:
C=Cy +c'Y

Burada;
C, tiikketim harcamalarini, €y, otonom temel tiiketimi, ¢, marjinal tiiketim egilimini, Y, milli
geliri gostermektedir.
Tiiketim fonksiyonunun milli gelire gore birinci tiirevi

dc

dy
tanim geregince marjinal tiiketim egilimi yani c’ye esit olmaktadir.
Tiketim fonksiyonu dogrusallastirilarak geometrik olarak, diizlem dik koordinat
sisteminde bir dogru ile gosterilebilir. Dogrunun egimi, fonksiyonun birinci tiirevi olan ¢
dir.

C=f¥)=Cy +c-Y

Tiiketim Fonksiyonu

Co

Y

0

Sekil 14.3: Dogrusal Tiiketim Fonksiyonu
Yukaridaki sekilde, yatay eksende milli gelir (Y), dikey eksende tiiketim harcamalar: (C)
yer almaktadir. Fonksiyonu gosteren dogrunun dik ekseni kestigi noktanin ordinati,
otonom tiiketim harcamalarimi (Cy) belirtmektedir. Yani milli gelir sifir olsa dahi, bahis
konusu ekonomide OC, kadar temel tiiketim harcamasi yapilmaktadir. Otonom tiiketim,
gelir harcama modelinde, milli gelir ve faiz oranlarindan bagimsiz olarak yapilan tiiketim,
yatirim, hiikiimet harcamasi ile disalim ve digsatim demektir.
Her zaman, belli bir gelir olmasa bile, mutlaka bir tiiketim miktar1 vardir. Yani tiiketim
gelirin bir fonksiyonudur. Net gelir arttikca tiiketim de artar ama daha az miktarda artar.
Net gelirdeki zamanla tiiketilecek artis orani her zaman sabittir. Bu orana “tiiketimin
marjinal egilimi (belirtisi)” ya da tiiketim fonksiyonu egimi denir.
Ornek:
Milli net gelir sifir oldugunda, tiiketim 80 milyar TL olmaktadir. Tiim ekonomi igin
tiiketim; milli net gelire “her net gelir seviyesinde tiiketim 10 milyar TL, ek olarak ayrica
%60 net gelirden olusur” seklinde dogrusal olarak baghdir. Buna gére bu dogrunun
denklemini bulunuz, grafigini ¢iziniz ve net gelir 300 miyar TL oldugunda toplam tiiketim
ne kadar olur?
Cozium:
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C=fY)=Cy+cY
Temel tiiketim = 80
Tiiketimin marjinal egilimi = 0,6
C=f(Y)=80+06.Y
Gelir 100 TL
C=f()=80+0,6.300
C=f()=80+180
C=f()=260 TL
Burada, Net gelir 300 Milyar TL olur. Yani net gelir 300 milyar TL iken tiiketim 260 Milyar
TL olmaktadir. Kalan 300 — 260 = 40 Milyar TL ise tasarrufa ayrilmaktadir.

C=80+0,6.Y

260

80

Sekil 14.4: Tiketim Fonksiyonu Grafigi
Ornek 12-4:
toplam milli tiikketim fonksiyonu € =5+ 0,6.Y + 0,4Y tise;
a) Tasarruf fonksiyonunu bulunuz ve tiiketim ve tasarruf fonksiyonlarinin grafigini
¢iziniz.
b) Marjinal Tiketim ve Marjinal Tasarruf fonksiyonlarini bulunuz, grafiklerini cizerek
yorumlayiniz.
¢) Y = 81 i¢in k carpanini bulunuz ve yorumlayiniz.

Cozum:

a)Y = C + S oldugundan S =Y — C olacaktir. O halde tasarruf fonksiyonu
C=Y-S
S=Y-C

S=Y—(5+4+06.Y +0,4VY)
S=-5+04Y —04VY
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GS

C, Tiiketim Fonk.

S, Tas. Fonk.

-104

Sekil 14.5: Tiiketim ve tasarruf fonksiyonu
Tuketim fonksiyonu gelirin biitiin degerleri icin pozitif degerler alan artan bir
fonksiyondur. Tasarruf fonksiyonu ise Y'nin 16,57 degerinden biiyiik degerleri i¢in pozitif
olmaktadir. Her Y degerinin Y = C + S denklemini sagladig asikardir.
b-) Marjinal tiiketim egilimi tiiketim fonksiyonunun Y’ye goretiirevidir.

dc
Marjinal Tiiketim Egilimi= — = C'(Y)

day
c'(Y) = X 06+
Tdy Ty
ds
Marjinal Tasarruf fonksiyonu:d—y =S'(Y)
S'(Y) = Y 042
day Ty

olarak bulunur.
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C'(Y) ve S'(Y)

134

c'm)

02~

L3

Sekil 14.6: Marjinal Tiiketim Egilimi ve Marjinal Tasarruf Egilimi

Sekilden de goriilecegi lizere marjinal tasarruf fonksiyonu artan olmasina ragmen
marjinal tiiketim fonksiyonu azalan bir fonksiyondur. Ayrica marjinal tiiketim meyli ile

marjinal tasarruf meylinin toplami da bire esit ¢ikmaktadir yani,

ac dS_ 0,2 0,2 _
W+E_[O’6+\/_7]+[0'4_W]_1
c) Carpan
I = 1 _ 1 _ 1
1—2—5 1—(0,6+?/';) 0,4—?/';
Y = 81 i¢in;
— 1 — —
k_04_£_0,38_2'63
" V81

Y = 81 oldugunda ¢arpanin degeri 2,63’tiir. Bunun anlami fazladan elde edilen
1-0,38 = 0,62

lik bir gelir tiiketilirse gelirdeki toplam artis ilk harcamalarin 2,63 katina esittir.
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Uygulama Sorular
1) Bir {riinlin toplam maliyet fonksiyonu TC(q) = 5q + 20 olduguna gore marjinal
maliyet fonksiyonunu bulunuz ve yorumlayiniz.
Coziim:

Marjinal maliyetin 5 ¢ikmasi, ilave bir birim tliretimin toplam maliyete 5 birim etkisi
oldugunu ifade etmektedir.
2) Toplam tiiketim fonksiyonu ¢ = 100 + 0,6(Y —T) ve T = 50 + 0,4Y ise gelir diizeyi
1000 birim oldugunda toplam tiiketim harcamasi ne kadardir ?
Cozium:
Soruda verilmis olan vergiler denklemini tiiketim fonksiyonunda (C) yerine koyarsak;
C =100+ 0.6(Y — (50 + 0.4Y))
olur. Soruda gelir diizeyinin (Y) 1000 birim oldugu verilmektedir.
C =100+ 0.6(1000 — (50 + 0.4(1000))
C =430
3) Negatif egimli bir talep egrisine sahip olan ve kar maksimizasyonu yerine gelir
maksimizasyonunu amaglayan bir firma tiretimini hangi noktada gergeklestirir? (Cevap:
b)
a) Marjinal Maliyet = Fiyat oldugu noktada
b) Marjinal Maliyet = Marjinal gelir oldugu noktada
¢) Marjinal Gelir sifirdan biiyiik oldugu noktada
d) Marjinal Gelir sifirdan kii¢iik oldugu noktada
e) Marjinal Gelirin sifira esit oldugu noktada
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Bu Béliimde Ne Ogrendik Ozeti
Bu bolimde tiurev konusunun isletmecilikteki uygulamalar1 anlatilmistir. Marjinal
maliyet, marjinal gelir kavramlari incelenmistir. Verilen bir iiretim, tiiketim ve tasarruf
fonksiyonlarinin tiirevleri incelenmistir. Marjinal Tiiketim Egilimi (meyli), Marjinal
tasarruf iliskileri gosterilmistir.
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Boliim Sorulan
1) Asagidaki tabloda is¢i sayisina gore toplam tliretim degerleri verilmistir. Bu tabloya
gore, isgliciiniin marjinal verimliligi, isci sayis1 kactan kaca ¢iktiginda azalmaya baslar?

Isci Sayis1 Toplam Uretim

1 18
2 38
3 60
4 72
5 78
6 80

a) 1'den 2’ye

b) 2’den 3’e

c) 3’ten 4’e

d) 4’'ten 5’e

e) 5’ten 6'ya

2) Bir firmanin urettigi bir iirtin icin ters talep fonksiyonu p = 140 — 0,08q ve toplam
maliyet fonksiyonu TC(q) = 1000 + 60q olarak verilsin. Maksimum Kkar1 veren satis
seviyesini hesaplayiniz.

a) 500

b) 520

c) 525

d)530

e) 550

3) Bir iriine iliskin toplam maliyet fonksiyonu TC(q) = 3q + 500 ise marjinal (son
birim) maliyet fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

a) MC(q) =50
b) MC(q) =3

c)MC(q) = 3q
d) MC(q) =3p

e) MC(q) = 3q + 500

4) Bir iiretim asamasinda toplam maliyet fonksiyonu TC(q) = 4q? + 50q + 600 seklinde
olusmus ise, marjinal maliyet fonksiyonu asagidakilerden hangisidir?

a)4q + 50

b) 492 + 500

c) 600

d) 4q*

e)8q + 50

5) Bir iiriine iliskin toplam gelir fonksiyonu R(q) = 0,07q ise marjinal gelir fonksiyonu
asagidakilerden hangisidir?
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a) MR(q) =0

b) MR(q) = q

c) MR(q) = 0,07

d) MR(q) = 0,07q

e) MR(q) = 0,07q + 1

6) TV iiretiminin toplam maliyet fonksiyonu TC(q) = —6q3 + 300g* seklinde
verildiginde firmanin ortalama maliyetinin minimum oldugu noktadaki tretim diizeyi
kagtir?

a) 22

b) 23

c) 24

d) 25

e) 26

7) Bir {iriiniin satisindan elde dilen toplam gelir fonksiyonu R(q) = 20q — 0,8q? ise q =
10 i¢in marjinal gelir kag olur?

a) 4

b) 8

c) 10

d) 16

e) 20

8) Milli net gelir sifir oldugu zaman tiiketim 20 Milyar TL olmaktadir. Tiim ekonomi i¢in
tiiketim; milli net gelire,“her net gelir seviyesinde tiiketim 20 Milyar TL, ek olarak ayrica
% 50 net gelirden olusur” seklinde dogrusal olarak baghdir. Bu tanima gore tiiketim
dogrusunun denklemi asagidakilerden hangisidir?

a) y; = C = Tiketim = f(yg) = 20— 0,50y,

b) y, = C = Tiketim = f(y,) = 20 — 0,60y,

c) y, = C = Tiketim = f(y,) = 20 + 0,60y,

d) y, = C = Tiketim = f(y,) = 1 + 0,60y,

e) ¥ = C = Tiiketim = f(y,) = 20 + 0,50y,

9) Bir liriine ait ters talep fonksiyonu p = 500 — 12q fonksiyonu ile verilsin. ¢ = 10 i¢in
marjinal geliri (MR) hesaplayiniz.

a) 200

b) 220

c) 240

d) 260

e) 300
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10) Bir iiriine iliskin toplam gelir fonksiyonu R(q) = —0,005¢* + 6q olarak ve toplam
maliyet fonksiyonu TC(q) = 3q + 100 olarak belirlendigine gore karin maksimum
oldugu iiretim diizeyi kagtir?

a) 100

b) 300

c) 600

d) 1500

e) 2500

Cevaplar

1)c, 2)a, 3)b, 4)e, 5)c, 6)d, 7)a, 8)e, 9)d, 10)b
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